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1 Ulesanded

Ulesanne 1. Taesta, et p on algarv parajasti siis, kui
»"'=1 (mod p)
igaz € {1,...,p— 1} korral.

Ulesanne 2. Arvuta (voimalikult lihtsal viisil) 7'83 mod 13 ja 5'22 mod 21.

Ulesanne 3. RSA algoritmis kasutatavad algarvud on p = 11 ja ¢ = 23.
Avalik astendaja on e = 3. Leia salajane astendaja d.

Ulesanne 4. TGaesta, et iga algarvu p korral (p—1)! = —1 (mod p).
Ulesanne 5. Téesta, et n® — n jagub alati (iga n € Z korral) 30-ga.

Ulesanne 6. Kuidas veenduda 20 inimeselise grupiga 15 minuti jooksul,
et 2' + 1 on algarv, kasutamata igasugust arvutustehnikat (vaid paber ja
pliiats on lubatud).



2 Lahendused

Ulesanne 1. Kui p on algarv, siis seos 21 = 1 (mod p) (iga « €
{1,...,p — 1} korral) jéreldub Fermat’ teoreemist. Kui p ei ole algarv ja
iitleme p = p; - po, kus p; # 1 # po, siis elemendil p; € {1,...,p— 1} puudub
poordelement mooduli p jirgi. Seega ei saa kehtida seos p? ' =1 (mod p),
sest muidu oleks p?* elemendi péérdelement: p;-p? > =p? ' =1 (mod p).

Ulesanne 2.  Avaldise 7!83 mod 13 arvutamisel esitame astendaja jargmisels
183 = 15-12 + 3 kasutame Fermat’ teoreemi algarvu p = 13 korral:

7% mod13 = 7" mod13 = (7%)” -7®mod13 = 7 mod 13 = 5.
——

=1 (mod 13)

Avaldise 5?2 mod 21 arvutamiseks Fermat’ teoreemist ei piisa, kuid siin saab
kasutada Euleri teoreemi. Leides koigepealt arvu 21 Euleri funktsiooni ¢(21) =
#(3:-7) = (3—1)-(7—1) = 12 ja seejirel avaldades astrendaja 122 = 10-1242,
saame:

52mod21 = 5'**2mod21 = (5'°)" -52mod 21 = 52 mod 21 = 4.

——
=1 (mod 21)

Ulesanne 3. Leiame Euleri funktsiooni ¢(n) = ¢(11-23) = 10 - 22 = 220
ja arvutame e = 3 poordelemendi d mooduli ¢(n) jirgi, kasutades Euleri
algoritmi. Saame:

220—-73-3 =1,
millest jarelduvalt d = —73 = 220 — 73 = 147.

Ulesanne 4. Fermat’ teoreemist tulenevalt on arvud {1,...,p — 1} polii-
noomi z#~'—1 juured korpuses Z,. Seega on arvud {0,1,...,p—1} poliinoomi
2P — z juurteks. Et aga korpuses ei saa p-astme poliinoomil olla rohkem kui
p erinevat juurt, saame

?—z=x-0)-(z—-1)-(z—-2)-...-(z—(p—1)) (mod p).

Avades sulud ja vorreldes vastavates poliinoomides (iile Z,) liikkme z' = z
kordajaid, saame

—1=-(=1)-(=2)-...-(=(p=1)) (mod p).



Et koik kahest suuremad algarvud on paaritud, siis on paremal pool alati
paarisarv (p—1) liikkmeid, mistottu miinusmaérgid tegurite eest voib &ra jétta.
Juhul p = 2 veendume viite kehtivuses vahetu arvutuse teel.

Ulesanne 5. Piisab kui niitame, et n® —n jagub alati algarvudega 2, 3 ja
5. Selleks kasutame teguriteks lahutust:

n"—n=Mm-1)-n-(n+1)-(n*+1).

Kahega ja kolmega jaguvus on ilmne, sest n° — n teguriteks lahutus sisaldab
alati (iga n korral) kolme jarjestikust tegurit n — 1, n ja n + 1. Uks neist
kolmest peab jaguma alati kolmega ja iiks kahega.

Viiega jaguvuse analiilis toimub analoogilise vottega. Arvestades, et
nmodb € {0,...,4}, analiiiisime koéiki viite voimalust. Kui nmod5 = 0,
siis tegur n jagub 5-ga. Kui nmodb = 1, siis tegur n — 1 jagub 5-ga. Kui
nmodb € {2,3}, siis tegur n?+1 jagub 5-ga. Kui aga nmod 5 = 4, siis jagub
5-ga tegur (n + 1).

Ulesanne 6. Definitsiooni jirgi on mingi arv p algarv parajasti siis kui ta
ei jagu iihegi arvuga vahemikust {2,...,p — 1}. Toestamaks, et p = 2! + 1
on algarv kasutame tahelepanekut, et piisab kui kontrollida arvu p jagu-
matus arvudega vahemikust {2,...,[,/p|}, sest mittetriviaalse teguriteks
lahutuse p = p; - po olemasolu korral peab iiks teguritest langema nimetatud
vahemikku, sest eeldus p;, p; > /p viiks vastuolule: p = /p-/p < p1-p2 = p.

Vahemikus {2,...,[,/p]} on antud juhul 28 = 256 arvu, millest pooled
on paarisarvud, millega jaguvust ilmselt ei ole vaja kontrollida. Seega ei ole
vaja teostada rohkem kui 128 proovijagamist, mis ilmselt on joukohane 20-le
inimesele veerand tunni jooksul. Loomulikult on véimalik proovijagamiste
arvu veelgi vihendada, kuid esitatud lahendus on iilesande kontekstis piisav.



