Valik tlesandeid aines “Sissejuhatus
andmeturbesse”

29.marts, 2005

1 TUlesanded

Ulesanne 1. Olgu meil jadasiffer, mis algvotmest K = Ky ... K5 € {0,1}5

genereerib votmejada zpz129 ... 2, ..., mis on genereeritud jargmiselt:
20 — KO
2 = K
zg = K

Zkr1 = Ks -z + Ky 2z + K- z0 (mod2) (kui k> 2) .

Kriipteerimine toimub eeskirja y; = x; & z; jargi, kus @ tahistab liitmist
mooduliga 2. On teada, et Y = y3ys...ys = 010110 ja X = x314...28 =
101111, Leia algvoti K = KoK, ... K.

Ulesanne 2. Olgu X juhuslik suurus véirtuste hulgaga {z1,...,2,} ja
vastavate toendosustega p, . . ., pp, kus p; = P[X = z;]. Nimetame suuruse X
ennustajoks mis tahes algoritmi E, mis sisendi (z1,...,x,;p1,...,p,) korral
véljastab elemendi # € {zy,...,z,}. Margime, et E voib kasutada oma
toos ka juhuarve. Ennustaja eesmargiks on ennustada juhusliku suuruse X
vaartus z, mis saadakse eelnevatest katsetest soltumatu katsest z «— X.
Ennustaja E edukuseks suuruse X ennustamisel nimetatakse toenaosust

§ = 6(E, X) = Pz = 4]

eeldusel, et © «— X ja & «— E(xy,...,2,;p1,...,pn) on soltumatud katsed.
Suuruse X ennustatavuseks A(X) nimetatakse edukuse § maksimumi (iile
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koikvoimalike algoritmide E). Ekvivalentne oleks defineerida A(X) kui 6
vaartus parima ennustaja E korral.

Millise viljundjaotusega X on parim ennustaja? Leia l1oplikud juhuslikud
suurused X ja Y, nii et H{X] < H[Y], kuid Y on paremini ennustatav kui X,
st A(Y) > A(X).

2 Lahendused

Ulesanne 1. Esmalt leiame vastava votmejada 16igu 7 = z324...28 =
X@®Y = 0101100101111 = 111001, st 23 = 24 = 25 = 28 = 1 ja 2z = 27 = 0.
See teadmine voimaldab valja kirjutada vorrandisiisteemi votmete K3, Ky ja
K5 leidmiseks:

27'K5+26'K4+Z5'K3 = Z3 0K5—|—0K4—|—1K3 =1
26'K5+Z5'K4+Z4'K3 = Z7 0K5+]_K4+]_K3 = 0
Z5'K5+Z4'K4+2’3'K3 = Zs 1K5+]_K4+]_K3 = 0,

mida lahendades saame K3 =1, K, = 1 ja K5 = 0. Edasi saab aga tuletada
vorrandisiisteemi Ky, K; ja Ky leidmiseks:

Z4'K5—|—23'K4+22'K3 = Z5 10+11+K21 = 1
Z3'K5—|—22'K4+21'K3 = Z4 10+K21+K11 =1
ZQ'K5—|—21'K4+ZO'K3 = Z3 K20+K11+K01 = 1,

mille ainus lahend on Ky = 0, K1 =1 ja Ky = 0. Seega K = Ky... K¢ =
010110.

Ulesanne 2. Parim ennustaja Ej . tootab jargmiselt:
e Leia (minimaalne) m nii et p,, = max{p1,...,pn}.
e Viljasta x,,.

Ennustaja E.. valjundjaotust X iseloomustavad vordused

- - 1 kuii=m
pi_P[X_xi]_{O kui i #m

On selge, et selle ennustaja edukus on p,,. Toestamaks, et E, ., on toepoolest
parim ennustaja, paneme esmalt tdhele, et kui {py,...,p,} on mingi (mitte
tingimata parima) ennustaja valjundjaotus, siis

O(E, X) = p1p1 + pob2 + ... + Pubn.
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Kasutame induktsiooni n jérgi, naidates et §(E, X) < max{pi,...,p,} iga
n korral. Lihtsuse mottes eeldame, et p, > p,-1 > ... > p; ja seega
max{pi,...,Pn} = Pn-

On selge, et teoreemi vaide kehtib n = 1 korral, sest siis on toendosusruum
{p1,...,Pn} triviaalne. Induktsioonisammu toestamiseks eeldame, et vorra-
tus

D1qi +P2ge + o F Pu1Gu-1 < Ppa

kehtib iga toendosusjaotuse {qi,...,q,_1} korral (seejuures p,_1 > ... > p;
voivad olla suvalised positiivsed reaalarvud) ja néitame, et siis kehtib ka
vorratus

P1P1 + P2p2 + oo+ PP < Do (1)
iga toendosusjaotuse {p1, ..., P, } korral (ja suvaliste reaalarvude p, > ... >
p1 korral).

Olgu X:py,..., D, mingi toendosusjaotus. Defineerime uue toenaosusjao-

tuse Y:q,...,qn,_1 jargmiselt:

_ Di

qi

On selge, et >, ¢; = 1, mistottu Y on toepoolest toendosusjaotus. Seega,
vastavalt induktsiooni eeldusele:

Pqi +p202+ -+ Pn1@n—1 < Pp1 S P -
Korrutades vorratuse molemat poolt suurusega 1 — p,,, saame
plﬁl +p2ﬁ2 + ...+ pn—lﬁn—l < Pn — pnﬁna

millest aga tulenebki vorratus (1). Jarelikult tdepoolest iga juhusliku suuruse
X korral A(X) = max{pi,...,pn}

Kui votta juhuslikud suurused jaotustega X: 1, %+, +jaY: £, £, 5, 5, 5. Saame,
et
1 1
HY] = 2>log,3=H[X] .



