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Lineaarne Nihkeregister (LNR)

O i1 P
o (L)
S

LNR on Moore'i automaat: paar A = (4, \), kus:

e 6 on olekufunktsioon: seab olekule S € S ja sisendile i vastavusse uue
oleku S’ = 6(S, 1),

e )\ on valjundfunktsioon: seab olekule S vastavusse valjundi o = A\(S).

Registri olek: S = 53525150, kus S; € {0, 1}. Sisend/valjundtahestik:
{0,1}.



Lineaarset nihkeregistrit kirjeldavad vorrandid

So (r3So + 7251 +r1S2 +rpS3+1i) (mod 2)
S1 So, S5 =251, S3=2952, o=2S3,

kus S; tahistavad olekumuutujate uusi vaartusi peale sisendile ¢ reageer-
imist. Neid vorrandeid vOib Ules tahendada ka maatrikskujul jargmiselt:

A-S+7T-3

0 z O -5, (1)
kusO =0 0 0 1,
[S)| (r3 o T1 TQ| (SO (1
N (PO o N P
A 0 0 1 0 S35, 0.




Teist liiki nihkeregister

Ax - Sx+1 -4

o = O-8, (2)
kus Z ja O on samad, mis vorrandis (1), ja
0 0 0 7]
/1 0 0 m
A=10 1 0 rol|
0 0 1 73]




Automaatide ekvivalentsus (bisimilaarsus)

Automaate A; = (81, A1) olekute hulgaga S7 ja A> = (b5, A\o) olekute
hulgaga S> nimetame ekvivalentseteks (ka bisimilaarseteks), kui leidub
kujutus T: §1 — Sp, nilet T61(S,1) = 6>(T'S,17) ja A\1(S) = X (T'S)
mis tahes oleku S € &7 ja sisendi ¢ korral.

Jareldus. Teatud algolekutest annavad automaadid samadele sisendjadadele
samad valjundjadad: automaadid on sisendi/valjundi pohjal eristamatud.
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Tavalise ja teist jarku nihkeregistrite ekvivalentsus

Automaatide ekvivalentsus tuleneb asjaolust, et leidub regulaarmaatriks 7',
nietTA= AT, TT =17 jaOT = O. Toepoolest, selliseks maatriksiks
sobib

(1 r3 70 71|
O 1 r3 m
O 0 1 r3|’
O 0O 0 1

sest vottes Sy = TS, saame vorrandit (1) teisendades, et

S’ TS'=TA - S+TIT - i=Ac - TSH+Z - i=As - S« +7T-i
) O-S5=0T-5=0-TS=0"- 5%,

mis Uhtib vorrandiga (2) ja automaadid on seega ekvivalentsed.




Nihkeregistri karakteristlik poliinoom
Vaatleme polinoome ule arvuvalla Z», st kehtib x 4+ x = O.

Maatriksite A ja Ay karakteristlikku poliinoomi

det(A+zI) = det(Ax + zI) = f(z) = z* + 1323 + rox? + 11z + g

nimetatakse nihkeregistri karakteristlikuks poltinoomiks.

NB! Maatriksite A ja A« sarnasuse tottu on nende karakteristlikud polinoomid
vordsed.



Pollnoomide jagamine

Teoreem. Olgu f(x) ja g(x) polinoomid ja deg f(x) < deg g(x). Leidu-
vad tUheselt maaratud poliinoomid d(x) ja s(x), kus deg s(z) < deg f(x),
nii et

g(z) = d(z)f(z) + s(z) .

Polinoomi d(x) vOib taisarvude jagamise eeskujul nimetada polinoomide
jagatise g(x)/f(x) taisosaks ja polinoomi s(x) vastavalt jaagiks.

Polinoomi g(z) polinoomiga f(x) jagamisel tekkiva jaagi leidmist tahis-
tatakse s(x) = g(x) (mod f(x)).



Sisend- ja valjundjadad

Olgu SO = S;5155.53 mingi algolek ja olgu 4145 . . . in, Mingi sisendjada ja
0105 .. .oy Sellele jadale vastav valjundjada ja S°S1S2...S™ olgu vastav
olekute jada, st

SO = A,-S+4+T-ig, og=0-S8°
S = A,.8947.iy, 0o=0.81
Olgu S* = SES¥SkSE, kus k = 0,...,n. Votame kasutusele jargmised
polinoomid
%) = 0 = o)
iF(x) = ila:k_l—I—iQQUk_Q—I—...—I—ik_la:—I—ik, Ek=1,...,n
oF(z) = olwk_l—I—OQQUk_Q—I—...—I—ok_laf;—I—ok, Ek=1,....n
k _ k.3 k.2 k k _
S (33) — 3333 +SQ$ +Sl$+SO, ]C—O,...,’I’L.



Seos sisend-, valjund- ja olekupoltinoomi vahel

s"(z) = 2" - 2 (x) + 0" (x) - f(x) 4" (2). (3)

On lihtne veenduda, et vorrand (3) peab paika £ = O korral. Oletame, et

vorrand kehtib ka mingin = k > O korral. Induktsioonisammu toestamiseks
margime esmalt, et i*T1(z) = z - i*(x) + iy ja samuti oFT1(z) =

z - oF(z) + orp+1. Kasutades teist liiki ninkeregistri kirjeldust, saame et

sFt(z) = S5THa3 4 S5t e + 5i e 4 sp

(S5 4 13- S5)a> 4+ (ST + o S5z + (S5 + 71 - S5zt

+70 - S5 + ig41

z - (8522 + S§x + SE) + S5 (r3x® + rox? + rix + 1) + ipyq
x(S5x3 + S5a? 4 She 4 SB) +

—|—S§(az4 + r3x3 4+ roz? + rix 4+ 19) + 41

z - s () + opy1 - f(@) + ikt
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Teist liiki nihkeregister jagab polinoome!

Vorrandi (3) kehtivusest n = k korral tuleneb

- [iF(z) + 2% - $P(x) + 0P (2) - F(@)] + opg1 - F(&) + i1
2" s0@) + [ 0" (2) + op41] - f(2) + 2+ ¥ (%) + ig41
2P 0) + oML (@) + i ().

sk_l_l(a:)

Jareldus: Seos (3) kehtib iga n > 0 korral. Kui algolek s°(z) = 0,
siis teist liiki nihkeregister teostab poliinoomi :"(x) jagamist pollinoomiga
f(x), kusjuures:

e jagatise taisosa esitab polinoom o™ (x) ja

e jadki poliinoom s™(x).
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Maksimaalse perioodi probleem

Oleme taandanud lineaarse nihkeregistri uurimise taielikult algebraliseks
probleemiks: Tuleb uurida polinoome kordajatega hulgast Z-.

Kui ka sisendsignaal puudub, st kui :"*(x) = 0, siis registri (nd. tihikaigul)
t60d (algolekust s°(z)) iseloomustab kongruents

s(z) = 2" s%2) (mod f(z)). (4)

Kusimus: Millise f(x) korral annab register maksimaalse perioodiga val-
jundjada?

Vastust otsides jouame uldalgebra kisimusteni!
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Poliinoomi juured arvuvaldades

Arvuvald = hulk, mille elemente saab liita ja korrutada ja kus kehtivad taval-
Istele (reaal-)arvudele iseloomulikud algebralised omadused. Tavaliselt
eeldame, et arvuvald on korpus.

Def. Polinoomi f juureks arvuvallas R nimetatakse suurust ¢ € R, mille
korral f(9) = 0.

Naiteks arv 1 on poliinoomi f(z) = z2 — 1 juureks taisarvude hulgas Z,
sest 12 — 1 = 0. Samuti vdib delda, et 1 on poliinoomi f(z) = 22 + 1
juureks arvuvallas Z,, sest12+1=1+1=2=0 (mod 2).

Poltinoomil z2 + 1 juurt reaalarvude vallas R.
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Arvuvalla (korpuse) laiendamine

Saab naidata, et kui polinoomil f(x) puudub arvuvallas R juur, saab alati
arvuvalda laiendada, nii et uus arvuvald juba sisaldab vahemalt Ghte juurt.

Selleks defineerime ¥ kui uue suuruse, mille korral f(¥) = 0 ja "lisame”
selle arvuvalda R.

Selleks, et uus arvuvald oleks kinnine liitmise ja korrutamise suhtes, tuleb
uude arvuvalda (mida tahistame R[+}]) votta kdik avaldised kujul

ao+ai-9+ax 92+ ...+ am- 9"
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Teoreem minimaalpolinoomist

Teoreem. Olgu A element arvuvalla R mingis laienduses ja 0 = m(x) €
R[z] olgu minimaalse astmega poliinoom, mille korral m(\) = 0. Sellist
polinoomi nimetame (elemendi A) minimaalpoltinoomiks. Siis poliinoom
g(x) jagub polinoomiga m(x).

Toestus. Et deg(m) < deg(g), siis leiduvad poliinoomid ¢’'(x), r(z) €
R[z] (degr < deg m), nii et *

g(z) = g'(x) - m(z) + r(2).

Jarelikult 0 = g(\) = ¢'(\) - m(\) +r(\) = »(\), st r(\) = 0,
millest minimaalpoliinoomi definitsiooni tottu jareldub, et » on konstantne
poliinoom, mis vordub samaselt nulliga. Jarelikult g(z) = ¢'(z) - m(z). O

*Siin on oluline eeldus, et R on korpus, st igal mittenullisel elemendil on poordelement.
Naiteks, ei leidu poliinoome ¢'(z), r(x) € Z[x], niietz?>+1 = ¢/(z) - 2z + 1) +r(z).
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Jareldus: Bézout' teoreem

Lintne on naha, et kui A € R, siis on A minimaalpolinoomiks lineaar-
polinoom m(x) = x — . Siit aga tuleneb jargmine teoreem:

Teoreem (Bézout’). Kui polinoomil g(x) € R[x] onjuur A € R, siis g(x) =
g (z) - (z — X\) mingi poltiinoomi ¢’(z) € R[z] korral.
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Taandumatus ja Uhene esitus laiendis

Teoreem. Seosega f(1¥) = O defineeritud laiendi R[] iga elementi o €
R[VY] saab esitada poliinoomina o« = r(1¥), kus degr < deg f. Kui f on
taandumatu, siis esitus o« = r(«¥) on thene.

Toestus. Olgu o = ag+a19+...am¥"jaa(x) = agtaiz+...+anx™.
Siis leiduvad poltinoomid a/(z), r(x) € R[x] (degr < deg f), nii et

a(z) = d'(x) - f(z) + r(=).

Seega o = a(¥) = () - f(¥) + r(¥) = r(9). Sellega on esituse
olemasolu tdoestatud. Jaab ule tdestada esituse Uhesus ...
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Esituse Uhesuse toestus
Naitame, et r on thene, juhul kui f on taandumatu.
Oletame, et leidub kaks poliinoomi r1 (x), r>(x) € R[x], nii et

degri,degro <degf ja ri(¥) = a=r>(19) .

Siis g(x) = r1(xz) — ro(xz) € R[x] rahuldab seost g(©¥) = 0. Olgu
m(x) = 0 minimaalse astmega poliinoom, mille korral m(«¢) = O.

Kui g(x) # 0, siis oleks deg m < deg f, mistottu f(z) = f'(z) - m(z) ja
f(x) taandumatuse tottu saame, et m(x) on konstantne.

Seosest m(v¥) = 0 jareldub siis, et m(xz) = 0, mis on vastuolu. Jarelikult

r1(x) = ro(x). O
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Naide laiendusest

Naiteks reaalarvude valla laiendamisel poliinoomi z2+1 juurega ¢, saame
arvuvalla, mille elemendid on lineaaravaldised z = a + b¥, kusjuures
naiteks elementide z1 = a1 + b19 ja zo = a» + by korrutamisreegel

2172

(a1 + b19)(az + bo?d)
ajan + b1bo9? + (a1bs + agby )V

aras + b1ba[9° + 1 —1] + (a1bs + apby)¥
0
(a1ap — b1bo) + (a1bs + anby)?

langeb kokku kompleksarvude korrutamise reegliga. Saabki naidata, et
reaalarvude korpuse R laiendamise tulemusena saame kompleksarvude

korpuse C.
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Laiendi olemasolu

Oluline on tahele panna, et laiendi R(1) struktuur (arvutusreeglid) on Gheselt
maaratud polinoomiga f(x), eeldusel et f on taandumatu. Seetobttu ei ole
laiendi defineerimisel muud omadused olulised.

Uheks vdimalikuks laiendiks on alati jaagiklassiring mooduli f(z) jargi,
kusjuures jaak x kaitub nagu polinoomi f juur selles arvuvallas. See tu-
leneb triviaalsest seosest f(x) = 0 (mod f(x)).

Teoreem. Kui f(x) € R[x] ontaandumatu poliinoom, siis seosega f (1) =
O defineeritud laiend R[v¢] on isomorfne poliinoomide jaagiklassiringiga
mooduli f(x) jargi, kusjuures suurusele ¥ € R[¥] vastab jaak x.
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Toestus

Et iga elementi o € R[¥] saab Uhesel viisil esitada polinomiaalse avald-
isena o = r(1¥), kus r(xz) € R|[x] ja degr < deg f, siis saab sobiliku
isomorfismi ¢ defineerida seosega o[r(x)] = r(19). Seos on bijektiivne ja
sailitab tehted, sest

plri(z) + ro(z)]

((r1 +72)(@)] = (r1 +7r2) (W) = r1(F) + r2(I)
r1(z)] + @lra(z)], ja

((r1-m2) ()] = (r1-r2)(F) = r1(9) - m2(9)
r1(z)] - plra(z)]

|
€ € € €

plri(z) - ro(z)]

]
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Primitiivsed elemendid arvuvallas

Elementi A € R nimetatakse [0pliku arvuvalla R (|R|= M +1) primitiivseks
elemendiks kui iga element O = r € R on elemendi A mingi M -st vaiksem
(vdi vordne) aste, st kui R\{0} = {X, A2, \3,... \M},

Oluline on tahele panna, et kui arvuvallas R on thikelement 1, siis peab
kehtima seos MM = 1, sest vastasel korral oleks hulgas {\, A2, \3,...}
vahem kui M erinevat elementi.

Toepoolest, et 1 = X\* mingi k € {1,..., M} korral, siis juhul kui k < M,
oleks vdimalik taandamine A™ 1% = X\™ ja erinevaid elemente ei oleks
rohkem kui k.

Jareldus. Seega voOib 6elda, et element O %= X € R on primitiivne parajasti
siis, kui seosest AP = 1 jareldub vorratus p > M.
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Primitilvsed polinoomid

Taandumatut poliinoomi f € R[x] nimetatakse primitiivseks polinoomiks,
kui vahemalt Uks tema juurtest ¥ on laiendi R[] primitiivhe element.

Eelmisest teoreemist jareldub, et polinoom f(x) on primitiivne parajasti
siis, kui polinoom x on jaagiklassiringi R[x]/f(x) primitiivne element.

Et ringis R[¢] on parajasti 29€9/ elementi, siis vdib 6elda, et poliinoom

f () on primitiivne parajasti siis, kui seosestzP = 1 (mod f(x)) jareldub
vBrratus p > 29€9f _ 1.
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Perioodi maksimaalsuse tingimus

Teoreem. Lineaarse nihkeregistri valjundjada periood on maksimaalne
parajasti siis, kui karakteristlik polinoom f(x) € Z»[x] on primitiivne.

Toestus. Olgu f(x) primitivne polinoom ja oletame, et p on registri pe-
riood, st 2P - s(x) = s(xz) (mod f(x)) iga s(x) € Zo[x]/f(x) korral.
Jarelikult kehtib seos ka s(x) = 1 korral, st z? = 1 (mod f(x)), millest
primitiivsuse tdttu jareldub p > 29€9f _ 1, st periood on maksimaalne.

Oletame, et registri periood on maksimaalne, st kui p on mingi arv, nii et
iga s(z) korral zPs(z) = s(z) (mod f(z)), siis p > 29€9/ — 1. Olgu
2P =1 (mod f(x)). Kuid siis kehtib iga s(x) korral seos

Ps(z) = s(x) (mod f(z)),

millest perioodi maksimaalsuse téttu jareldub, et p > 29€9f — 1. Seega, f
on primitiivne poltinoom. [
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