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ULI-1. Kas jargneval graafil alustega F ja G on (%, %)—laiendus?
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ULI-2. Kas n* = O(n®log®n)? Pohjendal
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ULII-1. Juhuslike suuruste X (voimalike vaartustega {1, z2, z3, x4}, kus
x; = 1 iga i = 1.4 korral) ja Y (vaartustega {1,2,3,4}) kohta on teada
allolev tabel toendosustega Pr[i,j] = Pr[X = i,Y = j]|, kusjuures tabel
on monevorra ebataielik, sest korvaldiagonaali vaartused ei ole teada. Kas
on voimalik tdita korvaldiagonaal nii, et cov(X,Y) = 07 Kas on voimalik
taitmine nii, et cov(X,Y) # 07

I i) T3 Ty
11 0.02 | 0.04 | 0.06
21 0.01 | 0.02 0.04
310.04 0.12 | 0.16
4 0.06 | 0.09 | 0.12

ULII-2. Olgu ¢;:{0,1}" — {0,1}"*! ja ¢2:{0,1}" — {0,1}"*! pseudo-
juhuarvude generaatorid, mis on defineeritud valemitega g1(X) = X||Z ® X
ja g2(X) = X||h(X), kus © tdhistab skalaarkorrutist mooduliga 2 ja h(X)
tahistab 1-bittide arvu (n-bitises) argumendis X mooduliga 2. Kas g; ja
g2 on head pseudojuhuarvude generaatorid? Leida voimalikult efektiivsed
eristavad vastased A1 ja As.



Lahendused

ULI-1. GCraafil puudub (%,%)—laiendus, sest vottes néiteks F' = {a,b}
(seega Pr[X € F] = 2 = 1) saame, et E(F) = {1,2,3}, millest jireldub, et
Pry e B(F)|=2=1<

=1- % Saime vastuolu laienduse tingimusega.
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ULI-2. Oige vastus on n* # O(n®log® n), sest oletades vastupidist peak-
sid leiduma konstandid ¢ ja ng, nii et n* < en3log?n (ehk n < clog?n)

iga n > ng korral. Kasutame matemaatilisest analiiiisist teada fakti, et
log®n

lim,, 00 = 0, st iga € > 0 korral leidub N, nii et log?n/n < € iga
n > N korral. Vottes ¢ = % saame siit et iga ¢ ja iga ng korral leidub
n > ng, nii et log? n/n < %, st n > clog?n, mis on vastuolus lausega

n = O(log?n) (kui lause n* # O(n®log?n) jireldusega).

ULII-1. Tihistame a = Pr[X = z;,Y = 4], b = Pr[X = x5,V = 3],
¢c=PrlX =u23,Y = 2] jad = PrlX = z4,Y = 1]. Esitame toendosuste
tabeli abstraktsel kujul:

I i) T3 Ty
0.02 | 0.04 | 0.06 d
0.01 | 0.02 c | 0.04
0.04 b]0.12 | 0.16

a | 0.06 | 0.09 | 0.12
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Selleks, et tabel esitaks toendosusi, peavad kehtima jargmised (tarvilikud
ja piisavad!) tingimused:

a+b+c+d=0.22

0<a<0.73

0<b<0.68

0<e<0.73

0<d<0.68
Lihtne on naha, et nende tingimuste siisteemil on lopmata palju lahen-
deid, kusjuures lahendite hulk moodustab teatud 3-mootmelise piirkonna

4-mootmelises (a, b, ¢, d)-ruumis. Téhistame seda piirkonda P.
Ulesande joumeetodil lahendamiseks tuleks niitid kovariatsioon

cov(X,Y) = E[XY] — E[X] - E[Y]



esitada poliinoomina muutujatest b,c,d. Muutujat a ei ole vaja, sest esi-
mese tingimuse tottu on tema vaartus tiheselt méaaratud muutujate b, ¢ ja
d vaartustega: a =0.22 —b —c—d.

Avaldame kovariatsiooni definitsioonis esinevad keskvéartused, saame:

E[X] = 244+a+2b+3c+4d
EY] = 23+d+2c+3b+4a
E[XY] = 7.03+4a+6b-+6c+4d

Siit on lihtne néha, et cov(X,Y) on 4 muutuja ruutpoliinoom, mis ei
vordu samaselt nulliga. Seega jareldub siit sellise lahendi (a,b,c,d) ole-
masolu piirkonnas P, mille korral cov(X,Y) # 0, sest iga poliilnoom, mis
vordub nulliga mingis mittetriviaalses ruumiosas (st mitteloenduvas arvus
punktides) on samaselt vordne nulliga.

Nullkoha olemasolu piirkonnas P saaks muidugi ka otsesel viisil tuletada
kovariatsiooni iildavaldisest, kuid see oleks vordlemisi to6mahukas iilesanne.
Kasutame siin asjaolu, et lihtsam on néidata, et sobivalt valitud (a, b, ¢, d)
korral on X ja Y soltumatud, millest tuleneb ka cov(X,Y) = 0.

Vaatleme esialgu suuruse d valikut. Selleks, et X ja Y oleksid soltumatud
peab kehtima d = Pr[X = 24,Y = 1] = Pr[X = a4] - Pr[Y = 1] = (0.12 +
d)(0.32+d). Saadud ruutvérrandil d? —0.56d+0.0384 on kaks lahendit: 0.48
ja 0.08. Esimene lahend ei sobi tingimuse d < 0.22 tottu. Seega soltumatuse
eelduse korral peaks d = 0.08.

Toimides analoogiliselt suurusega ¢, saame ¢ jaoks ruutvorrandi ¢? —
0.66¢ + 0.0189 = 0, mille lahendid on 0.63 ja 0.03, millest vaid teine sobib
tingimuse ¢ < 0.22 tottu. Seega ¢ = 0.03.

Jadb iile teha sedasama suurusega b. Saame, et b = 0.08 ja seega a =
0.22 — 0.08 — 0.03 — 0.08 = 0.03. Seega saame jargmise toendosuste tabeli:

I T T3 T4
0.02 | 0.04 | 0.06 | 0.08
0.01 | 0.02 | 0.03 | 0.04
0.04 | 0.08 | 0.12 | 0.16
0.03 | 0.06 | 0.09 | 0.12

=N

Vahetu kontroll naitab, et antud tabeli pohjal on X ja Y toepoolest soltumatud,
millest jareldub ka cov(X,Y) = 0.

ULII-2. Generaatorit g1 murdev vastane A; tootab jargmiselt. Sisendi
Y € {0,1}""! = Y'||b korral viljastab 1 kui Z @ Y’ = b ja 0 vastupidisel



juhul. Kui sisend Y on iihtlaselt valitud juhuslik suurus Z « {0,1}"*! siis
Pr[A1(Z) = 1] = 1. Kui aga sisendiks on genetaarori g; viljund g;(X), siis
Pr[Ai(g(X)) = 1] = 1. Seega on vastase A; edukus

1
| PriA(g(X)) =1] = PriAi(2) = 1] |= 5
mis on viga suur (kaugel kaduvvéiksest suurusest!). Seetottu tuleb jareldada,
et generaator g; on vaga nork. Analoogilise arutelu saab 1dbi viia ka ganaraa-
tori go korral.



