Ul.l. Arvujada {a, }nen rahuldab tingimusi ag = a1 = ay = 0 ja a, =
an-1 + an—3 + 1 iga n > 3 korral. Leia harilik genereeriv funktsioon a(z) =

Yoo o A"
UL.2. Leia kinnine valem summa s,,, = 1" (n+2)(n—1)2" arvutamiseks.

Ul.3. Leia kinnine valem suurusele b, kus

B 1B4+224334+ ... 4+n3
" 14243440

Ul.4. Mitmel erineval viisil saab maksta 50 krooni, eeldusel et maksjal on
olemas piiramatul hulgal 1-, 2-; 5-, ja 10-krooniseid rahatahti?



Lahendused:

Ul.1
a(z) = asx® +.. . +apa"+ ...
= lag+ao+1)2® +[as +a; + 1a* + ..+ [ap_y + ap_g+ 12" + ...
= z(ar’® +aza’ +.. )+ (st amr+.. )+ 214z + )
(@) (@)
3 x’
= (@ +ad)ale) +
millest jareldub, et a(z) = Wzﬂfl)

UL2. Summa s, arvutamiseks leiame esmalt méiratama summa S (x) =
> (x4 2)(x — 1)2%x ositi summeerimise abil ja kasutame seejérel Newton-
Leibnizi valemi analoogi: s, = S(m + 1) — S(0).

Defineerides u(z) = (z+2)(x — 1) = 2° + z — 2 ja Av(z) = 2%, saame, et
Au(z) =2(z + 1), v(x) = 2% ja Ev(z) = 2**! mistottu

S(x) = u(z)v(r) — Z Ev(z)Au(x)dx
= (2 +x—2)2" -2 Z(:c +1)2" 5z .
Summa T'(z) = Y (z + 1)2*"dx arvutame samuti ositi summeerimise mee-
todit kasutades, vottes u(x) = z + 1 ja Av(x) = 271 Seega Au(z) = 1,
Ev(z) = 272 mistottu T'(z) = (x + 1)22 — 3727725z = (22 — 2)27 ja
S(x) = (2% + 2 —2)2" — 2(2r — 2)2% = (2? — 3w +2)2° .
Saame, et s, = S(m +1) — S(0) = [(m+ 1)> = 3(m + 1) + 2]2"T — 2 =

(m? —m)2m+l — 2.

Ul.3. Lopliku analiiiisi meetodiga saame, et 13 + 23 + 3% + ... + n? =

R — (142434 ... +1)? ja seega b, = 2o,



UL4. Tihistagu P (z) = 14+ 2 +224... = — koikide selliste maksmisvi-
iside genereerivat funktsiooni, kus kasutatakse ainult tihekrooniseid. Olgu
P?(x) genereeriv funktsioon, mis iseloomustab maksmisviise 1- ja 2-kroonistega;
P5(z) olgu 1-, 2- ja 5-krooniseid kasutavate maksmisviiside gen. funktsioon
ja P1%(z) olgu koiki lubatud miinte kasutavaid maksmisviise genereeriv funk-
tsioon. Kehtivad seosed:

1
W@):}ﬂ@a+ﬁ+ﬁ+ﬁ+”)=ﬁuyl 5
— X
1
P’(x) = PZ(x)(1+x5+x1°+x15+...):PQ(;L«)-1_x5
1
PY(z) = PS(x)(1+x10+x20+x30+...):P5(x)~1_9610.

Siit tulenevad omakorda seosed:

(x) = 1+axP'(z)

(x) = PYz)+2*P%(2)
P?(x) = P?*(x)+2°P°(2)

(1) = P(a)+2"P"a)

Siit tulenevad aga rekurrentsed seosed funktsioonide P?(x) kordajate P! va-
hel (eeldame mugavuse pérast, et P’ ; = 0):

Pl = [m=0]+P.
P, = Py+ P,
Py = Po+P,
Py = Pp+P.y .
Rekurrentseid seoseid kasutades arvutame jargneva tabeli:
m (0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 ... 50
P11 11111111 1 ... 1
P2l1 1 2 2 3 3 4 455 6 ... 26
Pol1 1 2 2 3 45 6 7 8 10 ... 146
POY1 1 2 2 3 45 6 7 8 11 ... 341

Et selle tabeli arvutamine on (ilma arvutita) suhteliselt téomahukas,
siis voib alternatiivse lahendusena tuletada kinnise valemi suurustele P2

ja kasutada seost Py, = 25:0 Pj,;. Kerge on naha, et P2 = LMTHJ ja
Py =% P2 =31_,|%2]. Tahistagu n.(s) ja n_(s) vastavalt paaris-

3



ja paaritute arvude arvu hulgas {0...s}. Siis saab summa Y, _, | 252] ja-
gada paaris- ja paarisindeksite jargi:

|5k +2 5k 5k n_(s
ZL ;J = Z 7—|—n+(3)+ Z 5 2()+n(s)

k=0 k-paaris k-paaritu
n_(s) 5k
= (s+1)+ 5 D)
k=0
n(n+1) 1]s+1
— 1 — - T
(s+1) +3 2 T 2 2| 2
_ s+ 1)(Bs+4) —2 [
4 )

sest n_(s) =[] ja ny(s) + n_(s) = s+ 1. Niiid arvutame P = 1,
Pfo = 10, P250 = 29, P350 58, P450 = 97 ja PE?O = 146. Liites need arvud
kokku saame PJ) =1+ 10+ 29 + 58 4+ 97 + 146 = 341.



