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1.1 Hulgateooria keel

1.1.1 Margistik

Jargnevas tabelis on ara toodud formaalses hulgateoorias kasutatav margistik.
= (vordub; on identne)

€ (on elemendiks; kuulub)
A B,C,....7

a,b,e, ...z

a, 3,7, ... (hulgad; indiviidmuutujad)
- (el ole dige, et)

A (ja)

v (voi)

— (jareldub; kui, siis)

N (siis ja ainult siis; parajasti siis)
v (iga)

3 (eksisteerib)

(,) (sulud)

Neid marke kasutatakse hulgateooria lausete ehk valemite moodustamiseks.

1.1.2 Laused

Definitsioon 1.1 Hulgateooria laused defineerime jargnevalt:

e Elementaarlaused. Kui x ja y on hulgad, siis

! Tegelikult voiksime piirduda ka 16plikn margistikuga, tuues dra muutujate jaoks vaid kaks
marki: z,’. Muutujastimboliteks voib siis lugeda z, 2, #”’, ... Méargime vaid, et selline voimalus
on olemas, kuid seda ei hakka me moistetavatel pohjustel kasutama inimesele moeldud teksti
korral.



4 PEATUKK 1. KEELEREEGLID JA AKSIOOMID

x=1vy - hulgad x ja y on identsed
x €y - hulk x on hulga y element

on elementaarlaused voi ka atomaarsed laused.

e Liitlaused. Kui A ja B on laused, siis on laused ka:

"
(ANB),
(AVB),
(A —B),
- (A < B).

Kui A(z) on lause, milles esineb muutuja x, siis on laused ka:

— VA,
— dzA.

o Muid hulgateooria lauseid pole.

Definitsioon 1.2 o Kui A on mingi lause, milles esineb muutuja x ja kus
et esine mdrke ¥V ja 3, siis titleme, et muutuja x esineb lauses A vabalt.

o Kui muutuja x esineb lauses A, siis ttleme, et lausetes Vo A ja Jx A esineb
muutuja x seotult. Kui mingi teine muutuja y esineb lauses A vabalt, siis
lausetes Ve A ja Iz A esineb muutuja y samuti vabalt. Lauset A nimetatakse
kvantori mojupiirkonnaks. FEt eristada kvantorite mojupiirkondi, on ka-
sutusel sulud, nditeks lause Ya[-(z € z)]. Lauset nimetatakse kinniseks,
kut temas ei esine ukski muutuja vabalt. Vastasel korral nimetame lauset

predikaadiks.

Kui z on ainus muutuja, mis esineb vabalt lauses A, siis seda lauset voib
lugeda ka nii: hulgal  on omadus A.

1.2 Toesed laused

Eriline koht hulgateooria lausete hulgas on toestel lausetel. Jargnevalt ptitiamegi
edasi anda, mida moistetakse toeste lausete all. Toeste lausete kirjeldamine
toimub kahes etapis. Esimeses etapis loetletakse terve hulk toeseid lauseid, mida
nimetatakse aksioomideks ja seejarel antakse eeskirjad, mille abil saab juba ole-
masolevatest toestest lausetest uusi toeseid lauseid moodustada.
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1.2.1 Loogilised aksioomid

Koik jargmise kujuga laused on toesed:

o (Al) A— (B— A),

e (A2) (A= (B—=C))— ((A—=B)— (A=),

o (A3) (=B — ~A) = (=B — A) — B),

o (B.1) Ao A

o (B.2) ~A— (A= B),

o (C.1) ~(A — =B) = (AAB), (ANB) = (A — —B),
o (C.2) (A — B) — (AVB), (AV B) = (=A — B),
o (C.3) A— (=B — =(A — B)),

o (C4) (A—B)— ((-A— B)—B),

o (C5) (A — —B) — (B — A),

o (C.6) (A—B)A(B— A)— (A B),

o (C.7) (Ao B)— (A= B),

o (C.8) (Ao B)— (B— A,

o (C.9) AN-B — —(A— B),

e (D.1) Ve A(z) — A(y), kus A on suvaline lause, milles muutuja x esineb va-
balt ning muutuja x ei asu valemis A(x) kvantorite Vy ja Jy mojupiirkonnas;
valem A(y) on saadud valemist A(z), nii et koik 2-d on asendatud y-tega.
2

e (D.2) A(y) — JzA(z). Samad noudmised, mis eelmisegi valemi korral.
e (D.3) (-VazA(x)) « (Fz-A(x)),
o (D4) Va(A(x)AB) « (Va(A(x)) A B), kus lause B ei sisalda muutujat z.

ZSelleks, et nende noudmiste vajalikkust selgitada vaadelgem valemi A(z) osas valemit
JyK (y, z), kus need nduded pole rahuldatud. Siis saaksime aksioomist D.1, et

VedyK(z,y) — JyK(y,y).

Kujutleme niiiid, et K(z,y) on lause naturaalarvudest ja vaidab, et # on rangelt vaiksem kui y.
Selge et saadud lause pole toene, sest ukski naturaalarv ei saa iseendast rangelt vaiksem olla.
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o (D.5) (Fz(A(z) A B) & (Fz(A(x)) A B), kus lause B ei sisalda muutujat z.
o (E1l)z=uz,

o E2)z=y—y=uz,

o (E3)(z=yANy=2)—a=x2

o (EA) (z=y)— (Alz) — A(y)), kus valem A(y) on saadud valemist A(z),

nii et koik xz-d on asendatud y-ga.

Siin voib tahti A,B ja C asendada suvaliste hulgateooria lausetega. Lisaks sellele
kehtib ka jargmised reeglid:

e (MP) (modus ponens) Kui laused A ja A — B on toesed, siis ka lause B on
toene.

e (Gen) Kui lause A — B(z) on toene ja muutuja x ei esine vabalt lauses A,
siis on toene ka lause A — VaB(x).

e (Ex) Kui lause B(z) — A on téene ja muutuja = ei esine vabalt lauses A,
siis on toene ka lause JzB(z) — A.

Tuleb 6elda, et aksioomide arvu ei olegi puttud siin minimiseerida. Rohkem
on pooratud tahelepanu toestuste pikkuste minimiseerimisele. Tegelikult voiks
ara jatta koik B- ja C-grupi aksioomid, kuid see teeks toestused tohutult pikaks.
Et mitte kulutada lugeja aega lausearvutuse formaalsete toestuste otsimiseks,
toome jargnevates osades sisse lausete toevaartuse moiste, mis voimaldab ise
enda jaoks sobivaid aksioomide siisteeme koostada. Teeme seda kaalutlusel,
et kaesolev raamat on pihendatud rohkem hulgateooriale, kui matemaatilisele
loogikale, ehkki viimased on lahutamatult seotud. Mitteloogikalisi ehk hulga-
teooria aksioome vaatleme hiljem.

1.2.2 Moned toestused

Naitame jargnevalt, et koik laused kujul A — A on toesed. Olgu A mingi lause.
Vastavalt aksioomile (A.1) on toene lause

A— (A= A)— A), (1.1)
ning vastavalt aksioomile (A.2) on toene lause
(A=((A=A) = A) = (A= (A= A) = (A= A). (1.2)
Kasutades lauseid 1.1 ja 1.2 ning reeglit (MP), saame et lause

(A= (A= A) = (A=A
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on samuti toene. Kuna lause A — (A — A) on toene aksioomi (A.1) pohjal, siis
reeglit (MP) kasutades saamegi, et lause

A— A (1.3)

on toene. Seega voib votta koik laused kujul 1.3 uuteks aksioomideks, sest nad tu-
lenevad tlejaanud aksioomidest. Jargnevalt naitame ka seda, kuidas saab juurde
teha tuletusreegleid.

Naitame, et kui laused A ja B on toesed, siis ka lause A A B on toene.
Koigepealt naitame, et lause

_|_|B

on téene. Aksioomi (C.8) pohjal on toene lause
(==B & B) = (B — —-B),
millest aga aksioomi (B.1) ning reegli (MP) pohjal jireldub, et ka lause
(B — —=B)

on toene. Kuna lause B on toene eelduse pohjal, siis reeglist (MP) tuleneb, et ka
lause =—B on toene.
Aksioomist (C.3) tulenevalt on toene lause

A— (-8B — —-(A— -B)).
Kuna A on tdene celduse pohjal, siis reeglist (MP) jirelduvalt on toene lause
8 = ~(A > =B),
millest omakorda reegli (MP) pohjal jareldub, et lause
-(A — -B)

on toene. Jaab veel rakendada aksioomi (C.1) ja reeglit (MP), millest saamegi,
et AA B on toene.

Niiiid voime oma reeglistikku tdiendada reegliga: kui A ja B on toesed laused,
siis ka A A B on toene lause.

Nagu vois naha, on toeste lausete tuletamine formaalsetest siisteemidest tule-
tusreeglite abil tupris vaevanoudev tegevus. Jargmises jaotises toome ara ihe
voimaluse, kuidas ilma erilise vaevata saab aksioome ning tuletusreegleid juurde
teha.

Jargnevalt anname veel moningaid juhiseid, mis holbustavad lausete toestamist.
Kui lause A(z) on toene, sisaldab muutujat = vabalt, siis ka lause Yz A(z) on
toene. Toepoolest, vastavalt aksioomile (A.1) on lause

A(z) = (a =a — A(z))
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toene, millest reegli (MP) pohjal on toene ka lause (¢ = a — A(z). Niid
kasutame reeglit (Gen), millest jareldub, et ka lause

a=a— VeA(x)

on toene. Kasutades aksioomi (E.1) ja reeglit (MP) saamegi, et lause Vo A(z) on
toene.

Ja nuud veel tiks kasulik markus, mis holbustab selliste lausete toestamist,
mis on kujul A — B, kus A ja B on kinnised laused. Vaidame, et kui me votame
lause A uueks aksioomiks ® ning kui selles uues siisteemis on lause B toene, siis
lause A — B peab olema toene esialgses siisteemis.

Kui lause A sisaldab vabu muutujaid ning kui lause B on toene sellises
siisteemis, kus aksioomidele on lisatud lause A, ning reeglitele (Gen) ja (Ex) on
lisatud tingimus: muutuja x ei tohi sisalduda vabalt lauses A, siis lause A — B
on toene esialgses susteemis. Seda me siin demonstreerima ei hakka, kuna siis
kalduksime liialt matemaatilisse loogikasse.

1.2.3 Toevaartus ja tautoloogiad

Oletame, et igale hulgateooria kinnisele lausele on vastavusse seatud kas mark 7'
(toene) voi mark V' (vaar), mida nimetame lause toevaartuseks, kusjuures:

e Lausele kujul =4 on vastavusse seatud toevaartus T, kui lause A toéevaartus
on V, ning V, kui lause A toevaartus on 7T'.

o Lause A — B toevaartus on V, kui lause A toevaartus on 7' ja lause B
toevaartus on V. Ulejaanud kolmel juhul on selle lause toevaartus 7T'.

e Lause A A B toevaartus on 7' kui nii lause A kui ka lause B toevaartus on
T'. Vastasel korral on selle lause toevaartus V.

o Lause AV B toevaartus on V kui nii lause A kui ka lause B toevaartus on
V. Vastasel korral on selle lause toevaartus 7.

o Lause A « B toevaartus on T, kui lausetel A ja B on ithesugused toevaartused.
Vastasel juhul on selle lause toevaartus V.

Need tingimused saab esitada jargmise tabeli abil:

A/ B|-A|A—=B|AANB|AVB | A< B
A A T T T T
r\vyv V V T V
VT T T V T V
vivy T T V V T

3Giin on A all moeldud iihte konkreetset lauset, mitte aga tervet lausete skeemi. Ei saa
ju kasutada aksioomi: koik laused kujul A on téesed, kus A on suvaline lause. Siis oleksid
absoluutselt koik laused toesed ja meie teooria oleks vasturaakiv.
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Naitame, et naiteks lausele kujul A — (B — A) vastab alati toevaartus 7,
tikskoik kuidas me lausetele toevaartusi vastavusse seame. Toepoolest, koostame
tabeli:

A/ B|B—-A|A—(B— A
T|T T T
TV T T
V|T V T
V|V T T

Tabelist ongi néha, et lause A — (B — A) toevaartus ei soltu sellest, millised on
lausete A ja B toevaartused.

Definitsioon 1.3 Kui A, B, C, ... on laused ning nendest lausetest on lubatud
votetega kokku pandud lause L(A,B,C), mille toevidrtus ei soltu lausete A, B,
C, ... toevddrtusest, siis seda lauset nimetatakse tautoloogiaks.

Tautoloogiaid voib votta uuteks aksioomideks. * See lubab oluliselt liht-
sustada moningate teoreemide toestusi ning voimaldab lugejal koostada endale
meeleparase aksiomaatika. Palju holpsam on kontrollida, et lause A — A on
tautoloogia, kui seda toestada tuletusreeglite abil, naga seda eespool tehti.

1.2.4 Luhendid ja klassisimbolid

Nii nagu iga loomulik keel taieneb aja jooksul, nii ka hulgateooria keelde tuuakse
jarjest uusi valjendeid, mis defineeritakse eelnevate valjendite kaudu. Sageli on
vaja sisse tuua lithendeid, mille olemasoluta veniksid laused liiga pikaks, ega oleks
neid lugevale inimesele enam arusaadavad.

Liithendite sissetoomisel kasutame marki =, mis ise ei kuulu keelde. Lithend
ise kirjutatakse margist = vasakule, ning lihendi tahendus paremale. Naiteks

tCy=Vz(z€z—zey).

Lauset  C y loetakse: hulk x on hulga y alamhulk. Kasutame edaspidi lihenditena
ka markide labikriipsutusi, naiteks:

rdy=-(zey)
rZy=-(xCy)
r#y=-(x=y)
Sellist tutpi lihendeid voib nimetada lauselihendeiks, sest nad kujutavad endast
hulgateooria lauseid.

y
y

N m

Jargnevalt taiendame tahestikku nn. klassisuimbolitega, mida voib lausetes
kasutada kui hulki. Vahe on vaid selles, et lausete lugemisel ei nimetata neid
hulkadeks, vaid klassideks, ning on neid ei tohi siduda kvantoritega.

4Saab naidata, et koik tautoloogiad on téesed laused ka esialgases teoorias, s.t. kaik nad on
aksioomide ja tuletusreeglite abil toestatavad.
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Definitsioon 1.4 Kui A(z) on lause, milles muutuja z esineb vabalt, siis {z |
A(z)} on klassisimbol. Seda loetakse: koikide selliste hulkade klass, millel on
omadus A. Selle simboli esinemist lausetes tuleb tolgendada jargnevalt:
te{z] A(z)} = A1)
r={z|A(z)} = Vt{tez < A1)
FlAG)Y ey = Fe(eyne =1z A}
IAGY €t B@) = Fo(@e {t| BB} Az ={z ] A=)
LA} = {1 B} = ViAW) < B(),

kus A(t) on lause, mis on saadud lausest A(z), nii et koik muutuja z esinemised

on asendatud muutuja t esinemistega. °

Paljudel klassisimbolitel on omakorda lithendid. Toome neist moned siin ara.
Hiljem defineerime neid vajaduse korral juurde.

{z,y} = {z|lz=2aVz=y}
{z} = {z]|z=12}

Plz) = {z|zCuz}

tUy = {z|z€aVzey}
tNy = {z|z€axNhz€ey}

Uz = {z|Jt(zetAteua)}

Nz = {z|Vttex—zet)}
S = {z|z=2z2}
0 = {z|z#=}

Nendel klassidel on ka oma nimed, mis on toodud alljargnevas tabelis.

Klass | Nimetus
{z,y} | paar
{z} tihe-elemendiline klass

P(x) | hulga = koikide alamhulkade klass
x Uy | hulkade z ja y thend

x Ny | hulkade = ja y thisosa

Uz hulga = elementide tihend
Na hulga = elementide thisosa
S koikide hulkade klass

0 tuhi klass

Lauset Jz(x = {z | A(z)}) loetakse: {z | A(z)} on hulk. Naiteks lauset 3z(z =
x Ny) loetakse: hulkade x ja y ihisosa on hulk.

®Eeldame siinkohal, et lause .A(z) ei sisalda vabalt muutujat ¢.
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1.2.5 Hulgateooria aksioomid
Aksioom 1.1 (Ekstensionaalsus) Kui kaks hulka koosnevad samadest elemen-
tidest, sits nad on identsed, s.t. jargnev lause on toene:

Ve,y(Vz(z €z = 2z €y) >z =1y). (1.4)

Aksioom 1.2 (Tihja hulga aksioom) Leidub hulk, milles pole ihtegi elementi.
FaVy(y & =)

Nendest kahest aksioomist jareldub, et leidub parajasti tiks selline hulk, milles
pole ihtegi elementi, s.t. lause

VaVyVi(t & z) AVE(E € y) — z = y]

on toene. Toepoolest, oletame, et laused Vi(t & ) ja Vi(t € y) toesed. Aksioomist
(D.1) jareldub, et lause
Vit g az) s udga

on toene, millest reegli (MP) pohjal on toene ka lause u ¢ x. Aksioomist (B.2)
ja reeglist (MP) saame niiiid, et lause u € ©+ — u € y on téene. Analoogiliselt
voib veenduda lause u € y — u € z toesuses. Jarelikult on toene ka lause

(uez—uey)AN(uey - uc€ ),
millest aksioomi (C.6) ja reegli (MP) pohjal
UET—UECY.

Jarelikult on toene ka lause Vz(z € @ < z € y). Ekstensionaalsuse aksioomist
tulenevalt on lause
Vi(zerx o zey) ma=y

toene ja kasutades reeglit (MP), saame z = y. © Seega on koik tithjad hulgad
identsed. Kerge on ka toestada, et kui = on hulk, milles pole tihtegi elementi, siis
z = 0. 7 Seetottu saab tiihja hulga aksioomi imber sonastada: tiihi klass on
hulk.

Edaspidistes toestustes ei lasku me sellistesse detailidesse, kuid oluline on
siiski markida, et koik edaspidised toestused on viidavad selliste detailideni.

SPange tihele, et me ei kasutanud kordagi muutujate z ja y suhtes reegleid (Gen) ja (Ex).
Seega on implikatsioon

Vit g z) AVt dy) —z=y

toene. Niiiid saab kasutada reeglit (Gen).
"Kui 6eldakse z = 0, siis moeldakse loomulikult seda, et lause z = () on tdene.
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Aksioom 1.3 (Paari aksioom) Kui x jay on hulgad, siis paar {x,y} on hulk,
s.1.

Va,ydz(z = {z,y})

Aksioom 1.4 (Uhendi aksioom) Kui z on hulk, siis tema elementide ihend

on samuti hulk, s.t.
Vady(y = Ux).

Aksioom 1.5 (Astme aksioom) Kui x on hulk, siits P(x) on hulk, s.t.
Va3y(y = P(z)).

Aksioom 1.6 (Eraldamise aksioomid) Kuix on hulk, ja A on suvaline lause,
sits {z | z € « N A} on hulk, s.t.

Vedt(t={z |z € x N A}).
Kui votta lauseks A lause z € y, siis aksioomist 1.6 tulenevalt eksisteerib hulk
t={z|z€eaxNnzey},
mis pole aga midagi muud kui hulkade z ja y thisosa z N y.

Aksioom 1.7 (Regulaarsus) Kui x on mittetihi hulk, siis on tal element y,
millel puuduvad hulgaga x uhised elemendid, s.t.

Vedy(z=0V(yeaxAzny=10))

Ulimalt tahtis aksioom, mis muuhulgas keelab ara sellised hulgad, mis on
iseenda elemendiks.
Ulejaanud aksioome vaatleme hiljem, sest neid ei lahe meil esialgu vaja.



2.1 Otsekorrutis. Vastavus. Kujutus

2.1.1 Otsekorrutis

Et defineerida keerulisemaid matemaatika struktuure, on tingimata vaja nn.
jarjestatud paare, s.t. hulki (a,b), kus a ja b voivad olla suvalised hulgad.
Jarjestatud paaridel peaks olema jargmine omadus:

Va,y,z,t({z,y) = (z,1) @z =2z ANy =1t).

Poola matemaatik Kuratowski naitas, et jarjestatud paari moiste saab defineerida
paari moiste abil kasutades paari aksioomi. Selle definitsiooni me ka siin ara
toome.

Definitsioon 2.1 Jéirjestatud paariks elementidest a ja b nimetatakse hulka
(a,0) = {{a},{a,b}}, (2.1)

Definitsioon 2.2 Hulkade A ja B otsekorrutiseks A x B nimetatakse hulka, mis
koosneb koikidest jarjestatud paaridest (a,b), nii et a € A ja b € B.

Teoreem 2.1 Kui A ja B on hulgad, siis leidub hulk A x B.

Toestus.

1. Suvaliste hulkade A ja B korral leidub paar {A,B}, mis on tiheselt maéaratud.
(Jareldub aksioomist 1.3).

2. Kui {A, B} on hulk mille elemendid on A ja B, siis on hulk ka nende ele-
mentide ithend AU B. (Jareldub aksioomist 1.4).

3. Kuia € Ajabe B,siis {a,b} C AU B ja{a} C AU B. Sellest jareldub,
et {{a), {a.b}} € P(P(AU B))

13
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4. Hulk {t € P(P(AUB)) | 3adbla € ANb € BAt = (a,b))} eksisteerib
aksioomide 1.6 pohjal.

Seega leidub hulk A x B, mille elementideks on koik jarjestatud paarid (a,b),
nii et @ € A ja b € B ning mingeid muid elemente selles hulgas pole.

Ax B={te P(P(AUB))|3Jdadblae ANbe BAt=a,b))}
Definitsioon 2.3 Hulga A otseruuduks nimetatakse hulka A x A,
Mitmel pool kirjanduses kasutatakse tahistust
Ax B={(z,y) | (z € A)A(y € B)},

mis aga el lahe kokku eelmises peatiikis antud definitsiooniga aksioomide 1.6
juures ja voib pohjustada segadusi.

2.1.2 Vastavus

Definitsioon 2.4 Vastavuseks hulkade A ja B vahel nimetatakse nende otseko-
rrutise A X B suvalist osahulka.

Definitsioon 2.5 Olgu ¢ suvaline vastavus ja {(a,b) € p. Oeldakse, et elemendid
a ja b on vastavuses @, ning kirjutatakse a p b, s.t.

apb={(a,b) € p.

Definitsioon 2.6 Vastavuste ¢ ja o kompositsiooniks ehk liitvastavuseks ¢ o @
nimetatakse hulka

porp = {{a,c> | Elb(<avb> S <bv C> € ¢)}

Kuna vastavused on jarjestatud paaride hulgad, siis raakides vastavuste vordsusest,
motleme selle all alati nende, kui hulkade identsust, s.t.

=9 =Vz(2 € p oz E€DY).

Teoreem 2.2 Vastavuste kompositsioonil on assotsiatitvsuse omadus

(poy)ox=wpo(hox)
Toestus. Kasutame vastavuste kompositsiooni definitsiooni.
(po)ox = {{a,d)|Ie(a(pod)chexd)}=
(a,d) | Je(Fbla e bAbY c)Nex d)} =
(a,d) | JeFbla o bAbY cNex d)} =
(a,d) | Ib(a bATe(bp cNexd))} =
(a,d) | I(aw bAb(pox)d)}=
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2.1.3 Kujutus

Definitsioon 2.7 Vastavust p C Ax B nimetatakse kujutuseks mddramispiirkonnaga
A, kui hulga A iga elemendi x korral leidub parajasti iks y € B nii, et (z,y) € ¢,
s.t.

Vedy(z € A — (z,y) € ¢),
Va,y, z((z,y) € o Az, 2) €v =y = 2).

Kujutuse sinontuiumideks on funktsioon, operaator, tihene vastavus. Kui ¢ C
A x B on kujutus maaramispiirkonnaga A, siis kirjutame

©: A — B,véi ka A = B.
Definitsioon 2.8 Olgu ¢ suvaline kujutus ja (z,y) € p. Oeldakse, et element x
kujutub elemendiks y ning kirjutatakse xo =y voi p(x) = y.
zp =y =(z,y) € ¢.
Kui ¢: A — B, siis nimetatakse hulka A lahtehulgaks ja hulka B sihthul-

gaks. Kui z¢ = y, siis elementi z nimetatakse elemendi y originaaliks kujutusel
© ning elementi y nimetatakse elemendi x kujutiseks.

Definitsioon 2.9 Kui A -2 B on kujutus, siis hulka
Im¢={b|be BAJa(ap="0)}
nimetatakse kujutiste hulgaks.

Kuna kujutus on vastavuse erijuht, siis on kujutuste kompositsioon defineeritud
sarnaselt vastavuste kompositsioonile.

Kujutuste kompositsiooni nimetatakse ka liitkujutuseks. Tanu kujutuse tithesuse
noudele kehtib liitkujutuse korral vordus

2(p o) = (zp)y.

Kuna iga kujutus on vastavus, siis on jarelikult ka kujutuste kompositsioonil
assotsiatiivsuse omadus.

Definitsioon 2.10 Samasuskujutuseks hulgal A nimetatakse kujutust 1,: A —
A, mis kujutab iga elemendi x € A iseendaks, s.1.

Ve(z € A — aly = ).

On lihtne naidata, et iga hulga A korral leidub samasuskujutus 14. Selleks
on hulk
ly={z|Fz(z e ANz=(z,2))}.
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Teoreem 2.3 Kui o: A — B ja:C — A on kujutused, siis kehtivad samasused

Toestus.
Liop = {(o,y) ] 3=((a.2) € LA (zy) € 0)} =
{{z,y) [Fz(z =2A(z,y) €p)} =
= {{z,y) [ Fz(z =2) A (z,y) € o} =
= {{z.9) [{z,y) € v} =

Toepoolest, lause 3z(z = z) on samaselt toene. Teoreem on toestatud.

Definitsioon 2.11 Kujutust p: A — B nimetatakse tksiheseks kujutuseks (in-
Jektsiooniks), kui igal kujutisel leidub parajasti iks originaal.

Va,b(ap = by — a = b).

Definitsioon 2.12 Kujutust o: A — B nimetatakse pealekujutuseks (sirjektsiooniks),
kui hulga B igal elemendil b € B leidub vahemalt uks originaal.

Vb3a(be B — b= ayp).

Definitsioon 2.13 Kujutust nimetatakse bijektsiooniks, kui ta on nii injektsioon
kut ka sturjektsioon.

Teoreem 2.4 Kujutus p: A — B on bijektsioon parajasti siis, kui leidub selline
kujutus : B — A, nii et kehtivad samasused

poth=la, (2.2)
Yvop=lg.

Kujutust + nimetatakse seljuhul kujutuse @ poordkujutuseks ja tahistatakse o=,
1

Toéestus Olgu A - B bijektsioon. Vétame

b= {(z,9) [ (z,y) € BXAN(y,2) € ¢}

!Selline tahistus on lubatud, sest kerge on kontrollida, et igal kujutusel voib olla iilimalt iiks
poordkujutus.
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ning veendume, et ¢» on kujutus maaramispiirkonnaga B. See tuleneb faktist, et
@ on bijektsioon. Seosed 2.2 kehtivad. Toepoolest,

po = {{z,y) [F=((z,2) € o A (z,y) €¥)} =
= {{z,9) | Fz({z,2) € o A (z,9) € BX AN (y,2) €p)} =
= {(z,y) | F=((z,2) € A (y,2) Ep A (z,y) E BX A)} =
= {(z,y) | F2((z,2) €A {y,2) €Nz =yA(z,y) € BxA)} =
= {({z,y) | FTz((z,2) e p A (z,z) Ep N =y A(z,z) E BXA)} =
= {{z,y) |z=yATz({z,z) Ep A (x,2) € AX B)} =
= {{(z,y) [z =yA3((z,2) €p)} =
= {{zy) le=ynzeA}=
= 14

Analoogiliselt toestatakse teine vordus.

Olgu nuud B ¥, A selline kujutus, et vordused 2.2 kehtivad. Kujutus ¢ on
injektsioon, sest

rp=yp = (zp)=(yp)=

= z(po)=ylpoy)=
= xlyp=yly =
= T =Y.

Kujutus ¢ on surjektsioon, sest suvalisel hulga B elemendil y leidub originaal.
Selleks on element yi. Toepoolest,

(y)p = yoyp)=ylp =

Teoreem on toestatud.
Kui A ja B on suvalised hulgad, siis koik kujutused ¢: A — B moodustavad
hulga, mida tahistatakse M AP(A, B) voi ka BA. Toepoolest, hulga B4 saab

defineerida jargmiselt:
A:{¢)|¢EP(AXB)AVI($EA—)Ely\v’z(<x’g>€¢)<_>y:Z))}

Teoreem 2.5 Kujutus A . Bon injektitvne parajasti siis kut iga hulga C ja
iga kahe kujutuse 11,y € AY korral kehtib lause

Y1 0¢=1y0¢— P =1y (23)

Toestus. Olgu A ., B injektsioon ning 1,1, € A olgu kujutused, mille
korral kehtib lause ¥y 0 ¢ = 15 0 ¢. Naitame, et by = 5. Olgu ¢ € C hulga C
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suvaline element. Jarelikult ey ¢ = ciby¢p, millest kujutuse ¢ injektiivsuse tottu
cthy = chy. Seega by = g, sest me valisime elemendi ¢ suvaliselt.

Oletame, et mingi kujutuse A %, B korral kehtib valem 2.3. Naitame, et
kujutus ¢ on injektiivne. Olgu a1¢ = a3¢ mingite elementide a1, ay € A korral.
Votame hulgaks C iheelemendilise hulga {0} ning kaks kujutust ¢y = {< 0, a1 >}
ja e = {< 0,a; >}. Kuna 1y 0 ¢ = by 0 ¢, siis jarelikult ¢y = ¥, ning a; = ax.
Teoreem on toestatud.

Teoreem 2.6 Kujutus A %, Bon surjektitune parajasti siis, kui iga hulga C ja
iga kahe kujutuse psiy, o € CP korral kehtib lause

pothy = @orpy — Py =1y (2-4)

Toestus. Olgu A . B siirjektsioon ning iy, € CP olgu kujutused, mille
korral ¢ oy = ¢ o . Naitame, et ¢y = 3. Olgu b € B hulga B suvaline
element. Kujutuse ¢ siirjektiivsuse tottu leidub element a € A, nii et a¢p = b,
ning

by = adpy = agipy = bipy,

millest jareldub, et 1 = 1y, sest me valisime elemendi b suvaliselt.

Oletame, et mingi kujutuse A %, B korral kehtib lause 2.4. Naitame, et
kujutus ¢ on siirjektiivne. Votame hulgaks C' kaheelemendilise hulga {0, {0}}.
Kujutus ; kujutagu koik hulga B elemendid elemendiks (), kujutus i, olgu
defineeritud jargmiselt:

0, kui b € Im ¢
bpa = { {0}, kuibgImé¢

Selge, et ¢ o 1 = ¢ 0 1y, millest tingimuse 2.4 tottu jareldub, et ¥y = 9, mis
on aga voimalik ainult siis, kui Im ¢ = B, s.t. kui ¢ on surjektiivne. Teoreem on
toestatud. 2

2.1.4 Kommutatiivsed diagrammid

Kujutustega opereerimisel on mugav arutluskaike visualiseerida. Selleks kasu-
tatakse nn. kommutatiivseid diagramme, s.t. jooniseid hulga ja kujutiste tahistega.
Naiteks titleme, et diagramm

2Ah et milleks sellised kentsakad konstruktsioonid? Asi on selles, et hulgaks C' saame votta
uksnes sellise hulga, mille kohta me kindlalt teame, et ta eksisteerib. Valitud hulk on tegelikult
lihtsaim voimalik.
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X
A

C

B

on kommutatiivne, kui y = ¢ o . Nelinurkne diagramm

X

A C

B

D

on kommutatiivne, kui x o g = ¢ o ?b. Samasuskujutuse tahistuseks kasutatakse
diagrammides topeltjoont. Naiteks teoreemi 2.4 saab kommutatiivsete diagram-
mide keeles sonastada jargmiselt:

Kujutus A = B on bijektsioon parajasti siis, kui leidub kujutus B 2, A,
nii et jargmine diagramm on kommutatiivne:

@
A

Ulesanne 2.1 Ndidata, et jairgmised definitsioonid on lubatud (s.t. kujutavad
endast hulki). Olgu ¢: A — B mingi kujutus.

Uela) = {o]3a(ae ANz e pla),

a€A

ﬂ vla) = {z|Valae A — z € p(a))}.

a€A

Teises vorduses tuleb eeldada, et A on mittetihi hulk, sest vastasel korral kujutaks

defineeritud hulk endast koikide hulkade hulka.
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2.2 Naturaalarvud

2.2.1 Peano aksioomid

Kuni eelmise sajandi lopuni kasitleti naturaalarve intuitiivselt, s.t. koik teadsid,
mis naturaalarvud on ja oskasid nendega opereerida, tajudes intuitiivselt nende
omadusi. Aastal 1889 koostas itaalia matemaatik Guiseppe Peano esimese nat-
uraalarvude aksiomaatika, mille esitame pisut muudetud kujul. Peano defineeris
naturaalarvude hulga, kui kolmiku (w,0,") =< w, < 0,* >>, kus T:w — w on
kujutus. Hulga w elemente nimeatas Peano naturaalarvudeks, hulka 0 nulliks
ja elemendi z € w kujutist ¥ nimetas ta naturaalarvu x jarglaseks. Lisaks
sellele noudis ta, et kehtiksid jargmised omadused:

1. Null on naturaalarv, s.t.
0 € w.

2. Null ei ole mitte tihegi naturaalarvu jarglaseks, s.t.
Va(z € w — at #0).
3. Kujutus * on injektiivne, s.t.
Ve,y(rewAyEwAat =yt — z=1y).
4. Induktsiooni printsiip. Kui A on hulk, mille elemendiks on 0 ja mis

koos iga naturaalarvuga sisaldab ka tema jarglast, siis hulk A sisaldab koiki
naturaalarve.

VA(0 e AAVz(z € A—zt € A)) - w C A).

Nende aksioomide abil on voimalik tles ehitada kogu naturaalarvude arit-
meetika. Naiteks saab defineerida liitmise, kui ainsa kujutuse +:w X w — w, mis

rahuldab noudeid
xr+0 = =z
vyt = (e4y)”
suvalise z,y € w korral.
Predikaadi < (vaiksem) saab defineerida jargmiselt:

r<y=dzly=xz+z)ANz#y.
Ulesanded.
1. Toesta, et naturaalarvude liitmine on kommutatiivne ja assotsiatiivne.
2. Defineeri naturaalarvude korrutamine.

3. Toesta, et suvaliste naturaalarvude x ja y korral on parajasti iiks jargnevatest
lausetest toene.
r<y,y<zT,r=y.
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2.2.2 Naturaalarvude hulga olemasolu

Peano ajal ei saanud veel toestada, et leidub kasvoi tiks selline kolmik, mis
rahuldab Peano aksioome, sest siis ei tuntud veel aksiomaatilist hulgateooriat, ega
teatud tapselt, mida tahendab mingi objektileidumine matemaatikas. Kaesolevas
punktis naitame, et koigi naturaalarvude hulga olemasolu tuleneb ZF aksioo-
midest. Selleks naitame, et leidub kolmik, mis rahuldab Peano aksioome. Seni
vaadeldud aksioomidest ei jareldu sellise hulga olemasolu. Esitame siin uue, nn.
lopmatuse aksioomi ja naitame, et naturaalarvude hulga olemasolu tuleneb
otseselt sellest aksioomist. Enne seda aga loome tihtse ettekujutuse nullist ja
sellest, mida me motleme jarglase all.

Definitsioon 2.14 Nulliks nimetatakse tihja hulka ).
Definitsioon 2.15 Hulga x jarglaseks zt nimetatakse hulka x U {z}.
zt =z U {z}.
Votame kasutusele predikaadi £, mis on defineeritud jargmiselt.
LY)=(0eYAVz(zeY — a2t €Y)).
Aksioom 2.1 (Lopmatuse aksioom) Leidub hulk L, millel on omadus L.
AL(L(L)).

Teoreem 2.7 Kui hulga A igal elemendil on omadus L, siis ka hulgal NA on
omadus L, s.1.

Va(a € A — L(A)) = L(NA).
Toestus. Koigepealt naitame, et () € NA:

Viee A— L(a)) = Va(lace A—-DecA)=
= 0 enA,

Naitame, et hulk NA sisaldab koos iga elemendiga x ka selle elemendi jarglast

fC+:

V(e € A — L(a)) Va(a € A > Va(z €a — 2t €4a)) =
VaVe(a€ A — (z €a — 2t €4a)) =
VaVz((a€ ANz €a) — 2T €a) =

VaVz((a€ A— 2 €a) = (a€ A— 2T €a)) =
VaVa(Vb(be A —z€b) > (a € A—aT €a))=>
VaVa(z€NA - (a € A— 2T €a)) =

Va(z € NA—Valae A— 2T €a)) =

Va(z € NA — 2t € NA).

R O

U

Jarelikult on hulgal NA toepoolest omadus L. Teoreem on toestatud.
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Teoreem 2.8 Leidub parajasti iks hulk w, mille korral kehtib
LW)ANVK(L(K) — wCK). (2.5)

Toestus. Vastavalt lopmatuse aksioomile leidub vahemalt ks hulk L, millel
on omadus £. Vaatleme hulka ®, mille elementideks on koik hulga L sellised
osahulgad, millel on omadus L.

O={S|SCLALS)}.
Naitame, et hulgaks w sobib hulk
w=nNd={z|Vs(s€d—zxe€s)}

Teoreemist 2.7 jareldub, et hulgal w on omadus £. Olgu K hulk, millel on omadus
L. Toestame, et hulk w on hulga K alamhulk. Teoreemist 2.7 jareldub, et hulgal
K N L onomadus £. 2 Jakuna KN L C L, siis KNL e ®. Seega

w=nN® CKNLCHK,

Jarelikult rahuldab hulk w nouet 2.5. Naitame, et w on ainus hulk, mis rahuldab
nouet 2.5. Selleks oletame, et ka hulk M rahuldab nouet 2.5 ning toestame, et
M = w. Lause

LIMYAVK(L(K)— M C K) (2.6)
on eelduse pohjal toene, millest jareldub, et M C w. Kuna hulk w rahuldab
tingimust 2.5, siis analoogiliselt saame, et w C M. Fkstensionaalsuse pohjal
M = w. Teoreem on toestatud.

Naitame, et hulk w rahuldab Peano aksioome.

1. ) € w.
2. Lause V() # x™) on toene, sest vastasel korral x € (), mis on aga vaar.

3. Kui zt =y, siis ka @ = y, sest

et =yt = {2, {z}} = {y. {y}},

ning kuna = # {z} ja y # {y} regulaarsuse tottu, siis oletades, et = # vy,
saame ¢ = {y} ja y = {x}. See on aga vastuolus regulaarsusega. Seega
T=1y.

4. Viimase aksioomi kehtivus jareldub vahetult tingimusest 2.5.

Seega saame samastada hulga w koigi naturaalarvude hulgaga ning voime
oelda, et koigi naturaalarvude hulga olemasolu jareldub hulgateooria aksioo-
midest. Predikaadile < Peano teoorias vastab siin predikaat €.

Ulesanne. Kirjutage valja esimesed 4 naturaalarvu ainult paari ja tihja
hulga simboleid kasutades.

3Hulga {K, L} kaikidel elementidel on eelduse jargi omadus £, millest jarelduvalt ka hulgal
N{K,L} = K NL onomadus L.
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2.3 Uldine otsekorrutis. Jarjend. Jada

Olgu I mingi mittetiihi hulk ja £&:1 — B mingi funktsioon, mis igale hulga [
elemendile ¢ seab vastavusse mingi hulga (7).

Definitsioon 2.16 Hulkade £(1) otsekorrutiseks nimetatakse hulka

gf(i) ={¢ | ¥ € (UB)' AVi(i € T — (i) € (i)}
Naide. Olgu antud hulgad:
I=1{1,2,3},B={A,C}, A= {a},C = {c,d}.
Olgu meil kujutus é&: 7 — B, nii et £(1) = A, £(2) = A, £(3) = C, ehk
E={<1,A> <2, A> <3,C>}.

Moodustame otsekorrutise ja saame, et

[1¢6) = {9},

el
kus

p={<1,a><2,a><3,¢c>},
v={<1l,a><2,a><3,d>}.

Markus. Eelpool defineeritud hulkade A ja B otsekorrutis A x B erineb
monevorra tldise otsekorrutise definitsioonist. Siin kasutatud definitsioonis ele-
mendid n.6. nummerdatakse hulga [ elementidega. Kui hulk 7 on mingi nat-
uraalarv, siis nimetatakse otsekorrutise elemente jarjenditeks ja kasutatakse
tahistust

{<0,a0 >, < 1,a; >,...,<n,a, >} = (ag,a1,...,a,).

Seega tuleks rangelt vottes eristada ka hulki < a,b > ja (a,b), ehkki jarjestud
paari siseehitusel pole matemaatikas tegelikult mingit tahtsust. Oluline on vaid
see, kas kaks jarjestatud paari on identsed voi ei.

Kui otsekorrutise definitsioonis votta hulgaks B tliheelemendiline hulk {A},
siis on noue Vi(r € [ — (1) € &(¢) triviaalselt taidetud, mistottu otsekorrutis

langeb kokku hulgaga A’.

Definitsioon 2.17 Olgu A suvaline hulk. Iga kujutust w 5 A nimetatakse
jadaks hulga A elementidest, voi ka hulga A elementide jadaks.
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2.4 Relatsioonid

2.4.1 Relatsioonl moiste

Definitsioon 2.18 Hulga M x M suvalist osahulka R nimetatakse binaarseks
relatsiooniks (ehk. lihtsalt relatsiooniks) hulgal M.

Binaarne relatsioon on vastavuse erijuht.

Definitsioon 2.19 Olgu R binaarne relatsioon ja (a,b) € R. Oeldakse, et ele-
mendid a ja b on relatsioonis R, ning kirjutatakse a R b.

aRb= (a,b) € R.

Definitsioon 2.20 Koikide binaarsete relatsioonide hulka hulgal M tdhistatakse
REL(M), s.t.
REL(M) =P(M x M).

Ulesanne. Naidata, et kui R ja .S on binaarsed relatsioonid hulgal M, siis

ka RUS, RN S, R\S on binaarsed relatsioonid hulgal M.

2.4.2 Tehted relatsioonidega

Definitsioon 2.21 Relatsiooni R € REL(M) tiiendiks R nimetatakse relat-
stooni, mis koosneb sellistest elementidest (a,b) € M x M, mis ei kuulu relatsiooni

R.

1:% = {{a,b) | {a,b) € M x M A {a,b) € R}.

R = (M x M)\R.

Definitsioon 2.22 Binaarsete relatsioonide R, S € REL(M) korrutiseks nimetatakse
nende relatsioonide kui vastavuste kompositsiooni Ro S.

Toetudes vastavuste omadustele, voime oelda, et relatsioonide korrutamine
on assotsiatiivne, s.t.

(RoS)oT =Ro(SoT).
Kerge on naidata, et kui R, S € REL(M), siis hulk
o= {(RT)|Re REL(M)AT = Ro S}
on kujutus hulgalt REL(M) hulka REL(M), s.t.
¢(R)=RoS.
Kui nitiid ® € REL(M), siis kujutuse ¢ abil saab moodustada hulga

U o(r) = U(TOS).

reR reR

See fakt lubab sonastada jargmise teoreemi.
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Teoreem 2.9 Kui S € REL(M) ja ® C REL(M) on suvaline binaarsete relat-

sioonide hulk, siis kehtivad distributiivsuse seadused

(UR)o S =[J(ros),

reR

So(UR) = U(Sor).

reR

Toestus. Toestame esimese seose. Teise toestus on analoogiline.

(UR)o S = {{(a,b) | Jc[a (UR) cAcS b} =

= {{a,b) | Je[Fr(arcAreR)Ac S b} =
{{a,b) | Fedrlar cAreRAc S b} =
= {{a,b) | Ir[Fc(arcNhecSb)AreR|} =
{{a,b) | Ir[a (roS)bAr e R]} =
= J(ro9).

ER

<

Markus. Distributiivsuse seadused ei jaa kehtima, kui nendes iihendi mark
U asendada thisosaga N.

Teoreem 2.10 Kui R, P,S € REL(M) ja R C P, siis kehtivad seosed

RoSCPolbS,
SoRC SoP.

Toestus. Toestame esimese lause. Teise toestus on analoogiline. Lihtne on
kontrollida, et sisalduvus ja tthend on seotud jargmiselt:

VaVy(z Cy <z Uy =y).
Distributiivsuse tottu
PoS=(RUP)oS=(RoS)U(Pob).
Seega Ro S C P o S. Teoreem on toestatud.

2.4.3 Poordrelatsioon

Naitame, et leidub funktsioon M x M —— M x M, mis igale jarjestatud paarile
z = {(a, b) seab vastavusse jarjestatud paari (b, a), mida tdhistame z~. Hulka ¢
saab eraldamise aksioomidele tuginedes defineerida jargmiselt:

t={y|lyeMxMAFuIv(ue MAveMANy=((u,v),(v,u)))}.
Kerge on veenduda, et kujutus ¢ on bijektsioon ja kehtib lause

tot=lpxm,

ehk Vz((z7)™ = 2).
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Definitsioon 2.23 Relatsiooni R € REL(M) poordrelatsiooniks R™' nimetatakse
relatsiooni, mis koosneb parajasti sellistest elementidest (a, by, mille korral (b, a) €
R, s.t.

R'={2]2ze€ M xMAz €R}.

Relatsiooni R € REL(M) poordrelatsiooni podrdrelatsioon on relatsioon R
ise, s.t.

(R"YH™" =R (2.7)
toepoolest, kasutades poordrelatsiooni definitsiooni

(B = {z|z" eR}=

= {z](z7)" e R} =
= {z|z€R} =
= R

Teoreem 2.11 Kui R € REL(M) ja S € REL(M), siis kehtib lause
RCS=R'CS™ (2.8)
Toestus. Kasutame sisalduvuse definitsiooni.

RCS = Vz(zéR—z€8)=
= Vz(z"€eR 'z €S =
= R'CsS

Viimane jareldus tuleneb sellest, et kujutus ¢ on bijektsioon. Teoreem on toestatud.
On lihtne naidata, et hulk

o=(RT)|R€ REL(IM)ANT = R™'
on kujutus hulgalt REL(M) hulka REL(M), s.t. p(R) = R™*. See fakt lubab

sonastada jargmise teoreemi.

Teoreem 2.12 Kui R C REL(M) on suvaline mittetihi binaarsete relatsioonide
hulk, siis koikide binaarsete relatsioonide r € R whisosa NR poordrelatsioon on
vordne nende relatsioonide poordrelatsioonide uhisosaga, s.t.

(NR)~" = ﬂmr—l. (2.9)

Toestus.

(NR)™ = {z]z- enR} =
= {z|Vr(reR—-z2"€enr}=
= {z|VrreR—-zer )} =

= ﬂ rt

reR
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Teoreem 2.13 Kui® C REL(M) on suvaline binaarsete relatsioonide hulk, siis
koikide binaarsete relatsioonide r € R ihendi poordrelatsioon on vérdne nende
relatsioonide poordrelatsioonide uhendiga, s.t.

(UR)™ = Jr . (2.10)

reR

Toestus.

(UR)™ = {z]|2 eUR} =
= {z|3Ir(z” erAreR)
= {z|3dr(zer  AreR)

= U rt

reR

1
1

Teoreem 2.14 KuiS € REL(M) jaT € REL(M), siis nende korrutise péordrelatsioon
on vordne nende relatsioonide poordrelatsioonide korrutisega, milles tegurite jarjekord
on vastupidine.

(§eT)7 =TT 057 (2.11)
Toestus.
(SoT)™ = {{a,b)|b(So0T)a} =
= {(a,b) | Fe(bScAcT a)} =
= {{a,b) | Fe(c ST"bAaT ' ¢)} =
= {{a,b) | 3e(a T eneSID)} =
= {{(a,b)[a T 057" b)} =
= T 108!

2.4.4 Uhikrelatsioon ja nullrelatsioon

Definitsioon 2.24 Uhikrelatsiooniks hulgal M nimetatakse relatsiooni
E = {{a,b) | (a,b) € M x M A a = b}.
Uhikrelatsiooni nimetatakse ka diagonaaliks.

Kerge on veenduda, et tihikrelatsioon £ € REL(M) on iseenese poordrelatsioon
ja suvaline relatsioon R € REL(M) jaab samaks, kui teda kas vasakult voi pare-
malt korrutada uhikrelatsiooniga, s.t.

EY = FE
Rol = FEoR-=R.
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Toepoolest,

RoFE = {<a,b>|3c(a RcAhcFED)
{<a,b>|3c(a RcAc=0b)
= {<a,b>|aRb} =
= R.

1
1

Definitsioon 2.25 Nullrelatsiooniks 0 nimetatakse tihja hulka.

Iga relatsioon R € REL(M ) sisaldab nullrelatsiooni, nullrelatsiooni pdordrelatsioon
on nullrelatsioon ja nullrelatsiooni korrutis relatsiooniga R vordub nullrelatsiooniga,
s.t.

ol = 0
OoR RoO =0.

2.4.5 Binaarsete relatsioonide omadused

Jargnevalt vaatleme relatsioonide moningaid voimalikke omadusi. Rohutame, et
suvaliselt valitud relatsioonil R voivad need omadused olla, kuid ei pea tingimata
olema.

e Refleksiivsus Va(z R z), ehk

E CR.

e Transitiivsus Vo, y,z(t RyAy Rz — x« R z), ehk

RoRCR.

e Summetria Ve, y(z Ry — y R x), ehk

R CR.

e AntisimmetriaVe,y(x RyAy Rz — x =y), ehk

RNR'CE.

Kui binaarsel relatsioonil R € REL(M) on refleksiivsuse, transitiivsuse, simmeetria
voi antisiimmeetria omadus, siis ka tema poordrelatsioonil B~' on see omadus
(voi need omadused). Kui £ on mittetiihi relatsioonide hulk, mille koikidel ele-
mentidel on mingi iilaltoodud neljast omadusest, siis relatsioonil NR on seesama
omadus. Nende vaidete toestuse jatame lugeja hooleks.
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2.4.6 Relatsiooni ahend

Definitsioon 2.26 Kui N C M ja R € REL(M), siis binaarset relatsiooni
R|y={<a,b>|<a,b>€ N x N AaR b}

nimetatakse relatsioont R ahendiks alamhulgal N .

Ahendi saab defineerida ka jargmise valemi abil:
R |N=RQ(N XN).

Relatsiooni R ahendi R |y poordrelatsioon (R |y)~' vordub relatsiooni R
poordrelatsiooni R~ ahendiga (R™')y, s.t.

(RIn)"" = (R )N (2.12)
Toepoolest,
(Rlv)™ = [RUN xN)7! =
= RT'"U(NxN)'=
= RT'U(NxXxN)=
= (R Iv.

Kui R C REL(M) on suvaline mittetiihi binaarsete relatsioonide hulk ja N C
M, siis relatsiooni N ahend hulgal N vordub hulga R relatsioonide ahendite
uhisosaga, s.t.

(NR) [v= ()7 In - (2.13)

reR
Toepoolest,

(MR) [v=(MR)N(Nx N)=(1rN(NxN)= (7|~

reR reR

Kui 8 € REL(M) on suvaline binaarsete relatsioonide hulk ja N C M, siis
relatsiooni UR ahend hulgal N vordub hulga R relatsioonide ahendite iihendiga,
s.t.

(UR) [v= U r v (2.14)

reR

Toepoolest,

(UR) [v=(UR)N(N x N) = [JIRN(NxN)]=Jr|n.

reR reR
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2.4.7 Relatsiooni transitiivne sulund

Iga binaarse relatsiooni R € REL(M) korral leidub selline transitiivne relatsioon
T € REL(M), mis sisaldab relatsiooni R, ning mis ise sisaldub suvalises transi-
tiivses relatsioonis S € REL(M), mille korral R C S. Kirjapildi liihendamiseks
votame kasutusele predikaadi

T(x)=x € REL(M)AN R C a Az on transitiivne

Teoreem 2.15 Iga relatsiooni R € REL(M) korral leidub parajasti iks relat-
stoon T', nit et

T(T)AVz(T(z) — T C ). (2.15)

Toestus. Olgu
O={z|xze RELIM)NT(x)}.

Votame

T=no.

Hulk ® pole tiihi, sest M x M on relatsioon omadusega 7. Omadus 7 sailib
uhisosa korral. Seega on hulgal T = N® omadus 7. Rahuldagu ka hulk V
tingimust 2.15. Sellisel juhul on laused V' C T ja T' C V toesed, millest eksten-
sionaalsuse pohjal jareldub, et V = T'. Teoreem on toestatud.

Definitsioon 2.27 Relatsioont T nimetatakse relatsiooni R transititivseks su-

lundiks.

Niitid on juba kerge veenduda, et leidub funktsioon REL(M) — REL(M),
mis igale binaarsele relatsioonile R € REL(M) seab vastavusse tema transitiivse
sulundi 7(R). Funktsioonil 7 on jargmised omadused:

e RC 7(R),
e RC S=r1(R)C(5),
e TOT=T.
Kui A on hulk ning kujutus
P(A) - P(A)

rahuldab neid kolme tingimust, siis nimetatakse kujutust 7 sulundioperaa-
toriks hulgal A. Jarelikult on transitiivse sulundi votmine sulundioperaator.
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2.4.8 Korgema aarsusega relatsioonid. Mudelid. Alge-
bralised struktuurid

Definitsioon 2.28 Olgu M suvaline hulk ja n naturaalarv. Hulga M™ = M AP(n, M)
suvalist alamhulka nimetatakse n-aarseks relatsiooniks hulgal M. Naturaalarvu n
nimetatakse relatsiooni aarsuseks.

Naiteks kui n = 2, siis utleme, et tegemist on binaarse relatsiooniga, n = 3, siis
kasutame nimetust ternaarne relatsioon.

Definitsioon 2.29 Olgu M suvaline hulk ja n naturaalarv. Kujutust M™ M
nimetatakse n-aarseks operatsiooniks hulgal M.

Definitsioon 2.30 Mudeliks nimetatakse suvalist paari (M,Q), kus Q elemen-
tideks on mingt aarsusega relatsioonid hulgal M. Aarsused voivad olla ka er-
inevad.

Definitsioon 2.31 Algebraliseks struktuuriks, ehk. universaalalgebraks (voi li-
htsalt algebraks) nimetatakse suvalist paari (M,Q), kus Q elementideks on mingi
aarsusega operatsioonid hulgal M. Aarsused voivad olla ka erinevad. Hulka §)
nimetatakse algebra signatuuriks.

Naide. Olgu N koigi naturaalarvude hulk ja 4+ olgu naturaalarvude liitmine.
Siis paar (N, {+}) on algebraline struktuur.

2.5 Ekvivalentsid

2.5.1 Ekvivalentsid ja tiikeldused

Definitsioon 2.32 Binaarset relatsiooni R € REL(M) nimetatakse ekvivalentsiks,
kut ta on refleksiivne, summeetriline ja transititone.

Koikide ekvivalentside hulka hulgal M téhistatakse EQ(M).

Definitsioon 2.33 Hulka T C P(M), nimetatakse hulga M tikelduseks, kui on
taidetud jargmised tingimused:

o (1T0)0&T,
o (T1)UT =M,
o (T2)VX, Y eT(X=YVXNY=0).

Hulga 7 elemente nimetatakse tiikkideks. Tingimus (T1) tdhendab, et tikid
katavad kogu hulga M. Tingimus (T2) tahendab, et erinevad tiikid ei loiku.
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Teoreem 2.16 Kui T on hulga M tikeldus, siis relatsioon
Rr={(z,y) | FA(A€eT ANz e ANy A)}
on ekvivalentsi hulgal M.

Toestus. Refleksiivsus ja simmeetria on ilmsed. Toestame transitiivsuse.
Olgu z,y,2 € M ning < z,y >€ Rr ja < y,z >€ Rr. Jarelikult leiduvad tukid
A,Be T, niiet z,y € Ajay,z € B, seegay € AN B. Jarelikult AN B # (.
Tingimusest (T2) saame, et A = B. Aksioomist (E.4) jareldub, et z € A, ning
kuna = € A, siis jarelikult hulga R7 definitsiooni pohjal < z,z >€ Ry. Jarelikult
on relatsioon R transitiivne ja on seega ekvivalents.

Olgu 7(M) hulga M koikide tiikelduste hulk. Eelneva pohjal jareldub, et lei-

dub kujutus 7(M) 2, EQ(M), mis igale tiikeldusele 7 € 7(M) seab vastavusse
ekvivalentsi Rr.

Teoreem 2.17 Kujutus ¢ on injektsioon.

Toestus. Olgu 7 ja S tikeldused. Ning olgu ¢(7) = ¢(S), s.t. Rr = Rs.
Naitame, et 7' C S. Lause S C T toestus on analoogiline. Olgu Y € 7 suvaline
hulga 7 element. Naitame, et ¥ € §. Olgu y € Y. Kuna US = M ja Y C M,
sits y € US. Jarelikult leidub tikk Z € S, nii et y € Z. Nuid naitame, et tikid
Y ja Z on identsed. Toepoolest, tihelt poolt Y C 7, sest

reY = <z,y>€ Rt =><uz,y>€ Rs=>
= JWWeSAzeWAnyeW)

Kuna y € W N Z, siis (T2) pohjal W = Z. Jarelikult @ € Z. Seega Y C
Analoogiliselt saame, et Z C Y. Jarelikult Z = Y. Siit jareldub, et Y €
Jarelikult 7 C S.

Z.
S.
Teoreem 2.18 Kujutus ¢ on surjektsioon.

Toéestus. Olgu R € EQ(M) suvaline ekvivalents. Vaatleme kujutust M ——
P(M), mis on defineeritud jargmiselt:

zr={y |z Ry} (2.16)

Votame 7 = Im 7 ja nditame koigepealt, et 7 on tiikeldus. Omadus (T0) tuleneb
relatsiooni R refleksiivsusest. Toestame, et (T1) kehtib. Piisab kui naidata, et
M C UT. Olgu = hulga M suvaline element. Refleksiivsuse tottu = € z.

TEM = zeEMANzr=zn ANz €7 =
= JAee MANA=zr ANz € A)=

(
= JAGy(lye MANA=yr)ANz € A)=
= JAA€lmr Az e A) =
= JAAeT ANzeA)=
= zeUT.
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Jarelikult tingimus (T1) kehtib. Olgu nitid A,B € 7, AN B # 0, A = ar ja
B = br. Kuna hulk AN B pole tiihi, siis leidub element z, niiet z € A ja z € B.
Jarelikult @ R z ja b R z. Naitame, et A = B.

r€EA = r€ar=>aRzx=
rRa=zxRaNx Rz=
tRz=x2Rz2ANbRz=
tRzNzRb=2xRb=
bRz =z €br =

r e B.

el

Jarelikult A C B. Analoogiliselt saame, et B C A, seega A = B ja tingimus (T2)
kehtib ja voime oelda, et 7 on tiikeldus.
Naitame nuud, et R = R7. Toepoolest, thelt poolt

uRv = veEur=veEurAucur ANueM =
JAue MANA=urANue ANveEA) =
JAQy(lye MANA=yr)ANue ANveEA)=
JAAeImrAue ANveA) =

u Rr v,

el

ja teiselt poolt

g
=
iﬂ
S
I

JAAeTANueANve A) =
JAAeImrAue ANveA)=
JAJz(ze MANA=zn)ANue ANveEA) =
JAFz(ze MANA=ar Auce ANveA) =
Jz(u € am Av € 21) =

Jz(x RuANz Rv) =

Jz(u Rz ANz Rv) =

u Rv.

O

Jarelikult R = Ry ja teoreem on toestatud.

Toestatud teoreemidest jareldub, et kujutus ¢ on bijektsioon. Seetottu maarab
iga ekvivalents R € EQ(M) iiheselt selle hulga tiikelduse T ja vastupidi.

Kui R on hulga M ekvivalents ning 7 sellele ekvivalentsile vastav tikeldus,
siis hulga 7 elemente nimetatakse ekvivalentsusklassideks ehk tapsemalt R-
klassideks. Kujutust M —= 7 nimetatakse loomulikuks projektsiooniks,
hulka 7 aga faktorhulgaks (faktoriks) ekvivalentsi R jargi ning t&histatakse
M/R. Elemendile x € M vastavat R-klassi xx téhistatakse ka x/R.
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2.5.2 Kujutuse tuum

Jargnevalt naitame, et hulga tikeldamine on tihedalt seotud selle hulga kuju-
tustega teistele hulkadele.

Definitsioon 2.34 Kui M -2 N on kujutus, siis relatsiooni

Ker¢ = {< 2,y >|2¢ = yo}

nimetatakse kujutuse ¢ tuumaks.

Kerge on veenduda, et Ker ¢ on ekvivalents. Toepoolest, ta on refleksiivne,
sest ¢ = y¢, suimmeetriline, sest kui z¢ = yo¢, siis y¢ = x¢, ning transitiivne,
sest kui z¢ = yé ja yo = z¢, siis x¢ = z¢. *

Teoreem 2.19 Kui A -2 B ja B Y C on kujutused, ning Ker ¢ C Ker ), siis

leidub kujutus B IR C', mis teeb jargmise diagrammi kommutatiivseks.

C

Kui ¢ on siurjektsioon ja Ker ¢ = Ker), sits on kujutus £ tuheselt mdadratud ja
injektiivne.

Toestus. Kui moni hulkadest A, B, C on tiihi, siis teoreemi vaited on triviaalselt
taidetud. Eeldame, et hulgad A, B, C pole tihjad. Vaatleme esialgu juhtu, kui
¢ on siirjektiivne, s.t. Im¢ = B. Defineerime vastavuse

E={<bc>beBANceCANTala€e ANadp=bAarp =c)}
ja naitame esmalt, et £ on kujutus.

beB = beBANJalae ANap =)=
= Jalbe Bhap e CNhNa€e ANap=bAap =arp) =
= deda(be BAce CNa€eANap=bNap =¢)=
= de(be BANceCANJalae ANap=bAap =c¢)) =
= de(< bye>€ ).

4See tuleneb otseselt aksioomidest (E.1), (E.2) ja (E.3)
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Naitame, et ¢ on tihene vastavus. Kui < b,¢ >€ £ ja < ¢,d >€ &, siis € definit-
siooni pohjal leiduvad elemendid ay,a; € A, nii et kehtivad laused

a1¢ = b= ayp, a1y = ¢, axp = d.

Seega a1¢ = ay¢, millest jareldub, et a1y = ay1), sest eelduse jargi Ker ¢ C Ker ).
Jarelikult ¢ = d. Niisiis, £ on kujutus, kusjuures ¢ definitsioonist tuleneb kergesti
vordus ¢ = ¢ o &, Toepoolest, kui ayp = ¢, siis < ap,arp >€ &, s.it. a(poé) =
ayp = ¢, ning kui a(doé) = ¢, siis < ag, ¢ >€ &, millest jareldub, et leidub o’ € A,
nii et a’'¢ = a¢ ja a’yp = ¢. Kuna Ker ¢ C Ker ), siis jarelikult a’¢p = atp, millest
ah = c.

Kui Ker ¢ = Ker ¥ ning b,& = by€, siis kujutuse ¢ sirjektiivsuse tottu leiduvad
elemendid ay,a; € A, nii et by = a1¢ ja by = ayd. Seega

ayp = Cl1(¢> o f) = a2(¢> o f) = axp,

s.t. < ay,ay >€ Kery. Kuna Ker ¢ = Ker 1, siis
bi = a1¢ = az¢ = by.

Seega £ on injektsioon. Naitame, et ¢ on tiheselt maaratud. Kui leiduvad kaks ku-
jutust & ja xo, mis teevad ilaltoodud diagrammi kommutatiivseks, siis jarelikult
¢ o0& = ¢oé&y, millest kujutuse ¢ stirjektiivsuse tottu & = &;.

Kui ¢ pole stirjektiivne, siis vaadeldes hulga B alamhulka Im ¢ voime 6elda, et

leidub kujutus Im ¢ <, C,niiet po¢ = 1. Votame hulgast C suvalise elemendi
¢ (C pole tiihi) ja defineerime kujutuse ¢ jargmiselt:

b¢' kui b € Im ¢
bf:{c kui b ¢ Im ¢

Selge, et ¢ 0 £ = 1. Teoreem on toestatud.
Jareldus. Suvalise kujutuse A ¥, C korral leidub parajasti tks kujutus

A/ Ker 4, C, nii et # 0 ¢ = @, kus 7 on loomulik projektsioon faktorhulgale.
Liasks sellele on ¢ injektiivne.
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2.6 Osalised jarjestused

2.6.1 Osalise jarjestuse moiste

Definitsioon 2.35 Relatsiooni R hulgal M nimetatakse osaliseks jirjestuseks,
kui ta on kas refleksiivne, antisimmeetriline ja transititvne (refleksiivne jirjestus);
voi siis antirefleksiione ® ja transititone (antirefleksiivne jarjestus). Kui R on os-
aline jarjestus hulgal M, sits oeldakse, et relatsioon R jarjestab hulga M.

Selles peatiikis motleme osaliste jarjestuste all refleksiivseid jarjestusi.

Kui R on osaline jarjestus hulgal M, siis 6eldakse vahel lihtsalt, et hulk M
on osaliselt jarjestatud. Seda muidugi juhul, kui eelnevalt on teada, millist relat-
siooni me silmas peame. Kui jarjestusrelatsioon, millest raagitakse, on eelnevalt
teada, siis kasutatakse marki < (refleksiivse relatsiooni korral) ja mérki < (an-
tirefleksiivse relatsiooni korral). Lauset a < b nimetatakse sageli vorratuseks ja
oeldakse, et element a eelneb elemendile b voi ka b on suurem kui a, a on vaiksem
kui b. Hulga M koigi osaliste jarjestuste hulka tahistatakse ORD(M).

Naited.

1. Naturaalarvude hulk N relatsiooni < mottes.

2. Hulga A kmigi alamhulkade hulk P(A) sisalduvusseose mottes.

3. Jaguvusseos koigi positiivsete naturaalarvude hulgal. ©

2.6.2 Hasse diagrammid

Olgu B osaliselt jarjestatud hulk ja A tema osahulk. Indutseeritud relatsioon
<|4 on osaline jarjestus hulgal A.
Kui a ja b on osaliselt jarjestatud hulga A elemendid, siis osahulka

[a,b] ={c|a <ecAec<b}

nimetatakse 16iguks otspunktidega a ja b.
Oeldakse, et element b katab elementi a, kui a # b ja 1digus [a, b] pole muid
elemente peale a ja b, s.t. kui kehtib lause

a #bAla,b] ={a,b}.

Katmise moiste voimaldab meil edaspidi visualiseerida osaliselt jarjestatud hulki
nn. Hasse diagrammi abil, mis kujutab endast jargmistel printsiipidel koost-
atud joonist:

e hulga elemente kujutame ringikestena;

e kui b katab elementi a, siis ithendame vastavad ringikesed joonega;

SYr-z Rz

5n on seotud m-ga, kui m jagub n-ga.
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o Kui a < bjaa#b, siis elemendile b vastav ringike peab olema joonistatud
elemendile a vastavast ringikesest korgemale.

Naide. Olgu A = {1,2,3} ning joonistame Hasse diagrammi hulgale P(A),
mis on osaliselt jarjestatud sisalduvusseose mottes.
{1,2,3}
QO

{1,2} {1,3} {2,3}

X

{1} {2} {3}

=

2.6.3 Vahim ja minimaalne element

Definitsioon 2.36 Osaliselt jirjestatud hulga H elementi v, mille korral on

taidetud tingimus
veE HAVYe(ze H— v <),

nimetatakse hulga H vahimaks (esimeseks) elemendiks relatsiooni < méttes.

Definitsioon 2.37 Osaliselt jarjestatud hulga H elementi m, mille korral on
taidetud tingimus

mée HAVe(z € HNx <m — x=m),
nimetatakse minimaalseks elemendiks.

Teoreem 2.20 Kui osaliselt jarjestatud hulgas H wvoib olla ulimalt ks vihim
element.

Toestus. Olgu vy ja vy vahimad elemendid. Sellisel juhul on laused
V(v < 2),Vy(v2 < y)

toesed. Jarelikult on toesed ka laused vy < vy ja vy < vy, millest antisimmeetria
tottu vy = vs.
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Definitsioon 2.38 FElemente, mis katavad vihimat elementi, nimetatakse aatomiteks.

Naited.

1. Hulgas P(A) on aatomiteks koik tiheelemendilised osahulgad. Vahimaks
elemendiks on tihi hulk.

2. Hulgas N\{0}, mis on jarjestatud jagamisrelatsiooni abil, on aatomiteks
on algarvud, vahimaks elemendiks on arv 1.

2.6.4 Duaalsus. Tokked. Rajad

Osalise jarjestuse poordrelatsioon on samuti osaline jarjestus. Poordrelatsiooni
kasutamine voimaldab lihtsalt defineerida nn. duaalseid moisteid. Kui mingi
moiste definitsioonis asendada osaline jarjestus R tema poordrelatsiooniga, siis
saame duaalse moiste definitsiooni. Naiteks suurimaks elemendiks relatsiooni R
mottes nimetatakse vihimat elementi relatsiooni R~! mottes. Anname jargnevalt
"moiste - duaalne moiste” paaride loetelu.

Moiste Duaalne moiste
vahim element suurlim element
minimaalne element | maksimaalne element
aatom koaatom

eelneb jargneb

vaiksem suurem

Olgu B osaliselt jarjestatud hulk ning A C B mingi osahulk.

Definitsioon 2.39 Osahulga A ulemiseks tokkeks nimetatakse hulga B ele-
menti t, mis on suurem koigist hulga A elementidest. (Duaalne moiste: alumine

toke)

Definitsioon 2.40 Osahulga A tilemiseks koonuseks A" nimetatakse hulga A
kouigi ulemiste tokete hulka, s.t.

AV={z |z € BAVy(lye A -y <uz)}
Ulemise koonuse duaalne méiste on alumine koonus AV.

Definitsioon 2.41 Kui hulgas A" leidub vahim element v, siis elementi v nimetatakse
alamhulga A ulemiseks rajaks ja tdhistatakse

v = sup A.
Duaalselt defineeritakse alumine raja, mida tdhistatakse inf A.

Naide. Osaliselt jarjestatud hulgas P(A) (sisalduvusseose mottes) on alamhulga
H C P(A) ilemiseks rajaks UH ja alumiseks rajaks NH.
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2.6.5 Lineaarsed jarjestused

Definitsioon 2.42 Osaliselt jirjestatud hulga M elemente a ja b nimetatakse
vorreldavateks, kui on toene lause

a<bVvb<aVa=h

Naide. Kerge on kontrollida, et ka iihikrelatsioon on osaline jarjestus. Selle
jarjestuse mottes on iga element vorreldav tiksnes iseendaga.

Definitsioon 2.43 Osalist jarjestust R hulgal M nimetatakse lineaarseks jarjestuseks,
kut kotk hulga M elemendid on tksteisega vorreldavad. Lineaarselt jarjestatud
hulka nimetatakse ahelaks.

Markus. Koikide hulga A osaliste jarjestuste hulk ORD(A) on ise osaliselt
jarjestatud sisalduvusseose mottes. Maksimaalseteks elementideks on lineaarsed
jarjestused (Miks? Kontrollige!).

2.6.6 Osaliselt jarjestatud hulkade isomorfsus

Olgu hulk A osaliselt jarjestatud relatsiooni R mottes ja hulk B relatsiooni S
mottes.

Definitsioon 2.44 Bijektsiooni A ., B nimetatakse osaliselt jarjestatud hulkade
isomorfismiks, kui suvaliste hulga A elementide a ja b korral kehtib lause

a Rbe— ag S bo.

Kui leidub isomorfism A 2, B, siis tutleme, et osaliselt jarjestatud hulgad A ja
B on isomorfsed, ning kirjutame A = B.

Definitsioon 2.45 Bijektsiooni A . B nimetatakse antiisomorfismiks, kui
suvaliste hulga A elementide a ja b korral kehtib lause

a Rb—bpSag

Kui leidub antiisomorfism A 2, B, siis deldakse, et hulgad A ja B on antiiso-
(AD)
morfsed ja kirjutatakse A = B.

Definitsioon 2.46 Ocldakse, et osaliselt jirjestatud hulk A (R mottes) on iso-
morfselt sisestatav osaliselt jarjestatud hulka B (S mottes), kui A on isomorfne
mingt hulga B osahulgaga C (mis on jirjestatud relatsiooni S |¢ méttes).

Teoreem 2.21 Iga osaliselt jarjestatud hulk A on isomorfselt sisestatav osaliselt
Jarjestatud hulka P(A) (jirjestatud sisalduvusseose mottes).
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Toestus. Defineerime kujutuse A 2, P(A) jargmiselt:

ag = {a}"

Naitame, et kujutus ¢ on isomorfne sisestus. Naitame, et ¢ on injektiivne.
Koigepealt paneme tahele, et laused z € a¢, x € {a}" ja x < a on samaviirsed.
Oletame nuud, et a¢p = b¢ mingite hulga A elementide a ja b korral.

ap=bp = Va(z € ad > z € bp) =

= Ve(z<aeoz<b)=

= Ve(z<aorz<bhAVe(z<aoxz<b)=
= (a<a—a<H)A(b<a—=b<bh)=

= a<bANb<La=

= a=nbh

Jarelikult on ¢ injektiivne. Kontrollime isomorfismi tingimust.

a<b = Ve(z<a—z<b)=
= Vz(z €ap — z € bp) =
= 4 C bo.

Vz(z € ap — x € bo) =
Ve(e<a—a<b)=
a<a—a<b=

a < b.

LR

Jarelikult on ¢ isomorfism. Teoreem on toestatud.



3.1 Valiku aksioom

Olgu A suvaline hulk. Tahistame stimboliga A(A) hulga A koigi mittetithjade
alamhulkade hulka, s.t.

A(A)={z |z € P(A) ANz £ 0}.

Aksioom 3.1 (Valiku aksioom) Iga hulga A korral leidub funktsioon A(A) —
A, iga mittetuhja alamhulga a korral ap € a, s.t.

VAJp(p € A AVa(a € A(A)ayp € a)).

Funktsiooni ¢ nimetatakse valikufunktsiooniks.

Funktsioon ¢ nagu valiks hulga A igast mittetihjast alamhulgast valja the el-
emendi - selle hulga esindaja. Kuidas funktsioon ¢ véilja naeb, seda me ei tea ega
saagi teada. Pole selge, milline element konkreetselt mingist hulgast valja vali-
takse. See aksioom on maarava tahtsusega nn. olemasolu teoreemide toestamisel,
kus vaidetakse mingi hulga olemasolu ilma, et me sellest hulgast midagi tapsemalt
teaksime. Naiteks matemaatilist analtiitisi on raske ette kujutada ilma valiku ak-
sioomita. Kuni kaesoleva sajandini kasutasid matemaatikud valiku aksioomi ilma
seda endale teadvustamata. Alles XX sajandi algul margitakse matemaatikute
toodes esmakordselt valiku aksioomi kasutamist. Kurt Godel naitas, et valiku ak-
sioom ei ole vastuolus hulgateooria tlejaanud aksioomidega ja P. Cohen naitas,
et valiku aksioomi ei saa toestada tilejaanud aksioomide abil.

Edaspidi kasutatakse monede teoreemide toestamisel valiku aksioomi. Sellisel
juhul kasutame teoreemi numbri jarel tahistust (*).

41
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Teoreem 3.1 (*) Mittetihjade hulkade otsekorrutis on mittetihi, s.t.

Vi(i € T — i€ # 0) — [[ i€ # 0. (3.1)

el

Toestus. Olgu meil kujutus [ 3N B, kusjuures
Vi(i € I — i £ 0). (3.2)
Valiku aksioomist jarelduvalt leidub kujutus A(UB) —= UB, mille korral
Va(a € A(UB) — ap € a).
Kuna kehtib 3.2, siis jarelikult
Vi(i € I — i€ € A(UB)),
millest tulenevalt on ¢ o  kujutus. On kerge veenduda, et

Eopel]]it.

el

Jarelikult pole otsekorrutis [];c;2£ tithi hulk. Teoreem on toestatud.

Selgub, et teoreem 3.1 on samavaarne valiku aksioomiga, s.t. me voime valiku
aksioomi asemel kasutada ka lauselt 3.1. Selleks tuleb naidata, et vottes lause
3.1 aksioomiks, saab toestada valiku aksioomi.

Teoreem 3.2 Lausest 3.1 jareldub valiku aksioom.

Toestus. Votame hulgaks I hulga A(A). Olgu I = B ja vaatleme kujutuse ¢ osas
samasuskujutust 1g. Kujutus ¢ rahuldab sellisel juhul tingimust 3.2. Moodus-
tame otsekorrutise [[;c; 2£, mis peab lause 3.1 pohjal olema mittetiihi hulk. Seega

peab leiduma kujutus [ 2, UB, mille korral kehtib lause
Vi(i € [ — iy € 1§).

Jarelikult
Fp(p € (VA(A)AM AVi(i € A(A) — ith € 7).

Kuna aga UA(A) = A, siis teoreem on toestatud.
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3.2 Minimaalsuse tingimus

3.2.1 Rangelt kahanevad jadad

Kui B on osaliselt jarjestatud hulk relatsiooni < mottes, mis on refleksiivne, siis
on mugav kasutusele votta teine osaline jarjestus <, mis on antirefleksiivne ja
mis on maaratletud jargnevalt:

a<b=a<bAa#b.

Nimetame relatsiooni < rangeks vorratuseks. Kui a < b, siis tutleme, et element
a eelneb rangelt elemendile b.

Definitsioon 3.1 Jada w 2 B nimetatakse rangelt kahanevaks, kui suvalise
naturaalarvu k korral element k*¢ celneb rangelt elemendile ko, s.t.

Vk(k € w — kT < k).
Utleme, et jada ¢ algab elemendist a, kui 0¢p = a.

Edaspidi on otstarbekas kasutada jargmist lihendit:
A¢,B)=¢ € B ANVk(k€w — kT < ko).

Seda voib lugeda lihtsalt: ¢ on hulga B elementide rangelt kahanev jada.

3.2.2 Minimaalsuse tingimus

Selles peatiikis raagime kolmest tingimusest, mis voivad olla taidetud mingi os-
aliselt jarjestatud hulga korral ja toestame, et need kolm tingimust on samavaarsed.
Nii toimida on kasulik sellel pohjusel, et sageli on konkreetsel juhul lihtne kon-
trollida vaid tihte nendest kolmest tingimusest.

e Minimaalsuse tingimus. Hulga B igas mittetiihjes osahulgas A leidub
vahemalt iiks minimaalne element, s.t.

VA(ACBAA#£D—TIm(me AANVz(z € ANz <m—x=m)))

e Katkevustingimus. Ei leidu hulga B elementide rangelt kahanevat jada,
s.t.

ﬁzlgb(A(gba B))

e Induktiivsuse tingimus. Osaliselt jarjestatud hulga B koikidel elemen-
tidel on omadus A, kui on taidetud jargmine tingimus: sellest, et omadus
A on koikidel sellistel elementidel, mis rangelt eelnevad mingile elemendile
a € M, jareldub, et omadus A on ka elemendil a endal, s.t.

VaVy(ly € BAy <a— A(y)) = A(a) = Vz(z € B — A(z))]  (3.3)
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Markus. Kui osaliselt jarjestatud hulk B rahuldab mingi omaduse A korral 3.3
eeldust ning kui hulgas B leidub minimaalne element m, siis ka elemendil m on
omadus A. Toéepoolest, kui m on minimaalne element, siis lause y € BAy < m
on vaar, millest jareldub, et implikatsioon y € B Ay < a — A(y) on toene. Kui
3.3 eeldus kehtib, siis jareldame, et lause A(m) on toene.

Teoreem 3.3 Minimaalsuse tingimusest jareldub induktiivsuse tingimus.

Toestus. Olgu B osaliselt jarjestatud hulk, mis rahuldab minimaalsuse tingimust.
Naitame, et hulk B rahuldab ka induktiivsuse tingimust. Olgu A mingi selline
omadus, et oleks taidetud tingimus

VaVy(y € BAy <a— Aly)) — Ala). (3.4)

Olgu A selline hulga B osahulk, mis koosneb parajasti nendest hulga A elemen-
tidest, millel ei ole omadust A, s.t.

A={z|ze BA-Az)}

Kui A pole tihi, siis peaks hulgas A leiduma minimaalne element a. Koikidel
elemendile a rangelt eelnevatel hulga B elementidel on omadus A. Seega on toene
lause

Vy(y € BAy <a— Aly)),

millest aga 3.4 pohjal jareldame, et A(a). Tekkis vastuolu lausega a € A, mistottu
hulk A on tiihi. Seega koikidel hulga B elementidel on omadus A. Teoreem on
toestatud.

Teoreem 3.4 Induktiivsuse tingimusest jareldub katkevustingimus.

Toestus. Olgu B osaliselt jarjestatud hulk, mis rahuldab induktiivsuse tingimust.
Defineerime jargmise omaduse:

Ala) = =36(A(6, B) A 06 = a),

s.t. elemendil ¢ on omadus A, kui ei leidu elemendiga a algavat hulga B elemen-
tide rangelt kahanevat jada. Oletame, et koikidel mingile elemendile a rangelt
eelnevatel elementidel on omadus A. Tdéestame, et omadus A on ka elemendil a.
Kui ¢ oleks elemendiga a algav rangelt kahanev jada, siis funktsioon w —— B,
mis on defineeritud jargnevalt:

zv=ztg,

oleks rangelt kahanev jada, mis algab elemendiga Ov < a. See on aga vastuolus
eeldusega, et koikidel a-le rangelt eelnevatel elementidel on omadus A. Jarelikult
on ka elemendil ¢ omadus A. Induktiivsuse tingimusest jareldame, et omadus A
on koikidel hulga B elementidel. Jarelikult ei leidu hulga B elementide rangelt
kahanevat jada. Teoreem on toestatud.
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Teoreem 3.5 (*) Katkevustingimusest jdreldub minimaalsuse tingimus.

Toestus. Olgu B osaliselt jarjestatud hulk, mis rahuldab katkevustingimust.
Olgu A C B selline mittetihi osahulk, milles ei leidu minimaalseid elemente.
Naitame, et siis leidub rangelt kahanev jada hulga A elementidest. Defineerime

esmalt funktsiooni A —2» A(A), nii et
ap={z |z e ANz <a}l.

Olgu A(A) £, A valikufunktsioon. Siis saame, et hulga A suvalise elemendi a
korral adé < a. Olgu v = ¢o&. ! Olgu a hulga A suvaline element. Naitame, et

leidub kujutus w 2, A, mis taidab jargmist tingimust:
0t = a AVn(n € w — nTh = nyv). (3.5)

Funktsiooni ¢ hakkame konstrueerima jark-jargult tema maaramispiirkonda su-
urendades. Esmalt naitame, et saab koostada kuitahes pikki rangelt kahanevaid
jarjendeid, mille algusosad kokku langevad. Koikide nende jarjendite tihend
ongi otsitav funktsioon . Paneme tahele, et hulga A elementide koik jadad
ja jarjendid on hulga P(w x A) elemendid.

Niitame, et iga naturaalarvu n korral leidub parajasti iiks funktsioon nt <2
A, mis taidab tingimust

0p, = a AVk(k <n— kTp, = kp,v).

Toepoolest, kui n = 0, siis on otsitavaks funktsiooniks g = {< 0,a >}. Kerge on
ka naha, et kui naturaalarvu n korral leidub parajasti tiks seda tingimust rahuldav
funktsioon, siis see vaide kehtib ka n* korral. Induktsiooni printsiibist ? tulenevalt
kehtib viide koigi naturaalarvude korral. Niisiis defineerime funktsiooni w ——
P(w x A) jargmiselt:
p=1{ne) | (n,p) €wxPlwx A)A0p =a AVk(k <n — kty = kpv)}
Kerge on veenduda, et kui k < n, siis ¢, C ,. ? Jarelikult vottes
Y =Jnu,
new

veendume, et t on funktsioon, mis rahuldab nouet 3.5, ning on rangelt kahanev
jada, mis algab elemendiga a. Tekkis vastuolu katkevustingimusega. Jarelikult
kehtib minimaalsuse tingimus. Teoreem on toestatud.

Jareldus. Kui mingi mittetiithja osaliselt jarjestatud hulga B korral kehtib
induktiivsuse tingimus, siis hulgas B leidub vahemalt tiks minimaalne element.

!Intuitiivselt on selge, et elemendid a, av, avv, ... moodustavad rangelt kahaneva jada, kuid
jada on hulk ning tema olemasolu on vaja toestada hulgateooria aksioomide ja mitte sisetunde
pohjal.

2Siin on mdeldud seda iduktsiooni printsiipi, mis on antud Peano aksioomides. Palun seda
mitte segi ajada induktiivsuse tingimusega.

3Samuti induktsiooni abil.
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3.2.3 Taielikult jarjestatud hulgad

Definitsioon 3.2 Tdielikult jirjestatud hulgaks nimetatakse ahelat, milles kehtib
minimaalsustingimus.

Naide. Koigi naturaalarvude hulk w loomulikus jarjestuses.

Teoreem 3.6 Tdaiclikult jarjestatud hulga iga mittetihi osahulk on samuti taielikult
jarjestatud.

Toestus. Olgu C' taielikult jarjestatud. Kui A C B ja B C (', siis ka A C C ning
seega leidub hulgas A minimaalne element.

Teoreem 3.7 Mittetihjas taielikult jarjestatud hulgas B eksisteerib parajasti iks
mintmaalne element.

Toestus. Olgu a,b € B minimaalsed elemendid. Kuna B on lineaarselt jarjestatud,
siis @ ja b peavad olema omavahel vorreldavad. Kui a < b, siis a = b, sest b on
minimaalne. Kui b < a, siis b = a, sest @ on minimaalne.

Teoreem 3.8 (*) Osaliselt jarjestatud hulk B rahuldab minimaalsuse tingimust
parajasti siis kut igas tema ahelas (lineaarselt jirjastatud alamhulk) leidub mini-
maalne element.

Toestus. Kui osaliselt jarjestatud hulk rahuldab minimaalsuse tingimust, siis ka
igas tema ahelas peab leiduma minimaalne element (ahel on alamhulk).

Leidugu hulga B igas ahelas minimaalne element. Naitame, et siis kehtib
katkevustingimus. Oletame, et leidub hulga B elementide 16pmatu rangelt ka-
hanev jada ¢. Siis oleks Im ¢ ahel, milles puudub minimaalne element. See on
eeldusega vastuolus. Jarelikult katkevustingimus kehtib. Kui aga kehtib katke-
vustingimus, siis kehtib ka minimaalsuse tingimus.

3.3 Ordinaalid

3.3.1 Ordinaali moiste

Definitsioon 3.3 Utleme, et predikaat € jarjestab hulga A tdielikult, kui relat-
st00n
{<zyjy>l<z,y>c Ax ANz €y}

on tdielik jarjestus.

4

4Siin moeldakse loomulikult antirefleksiivset jarjestust
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Definitsioon 3.4 Hulka X nimetatakse ordinaaliks, kui kehtivad tingimused:
e (0.1) € jdrjestab hulga X tdaielikult;
e (0.2) Suvaliste hulga X elementide a ja b korral kehtib lause

acebNbe X —-a€E X.

Teoreem 3.9 () on ordinaal.

Toestus. Triviaalne.

Teoreem 3.10 w on ordinaal.

Toestus. FEelnevast on teada, et € jarjestab hulga w lineaarselt. Naitame, et
jarjestus on taielik. Olgu A C w mittetihi hulk. Naitame, et selles leidub
minimaalne element. Toepoolest, regulaarsuse tottu leidub hulgas A element y,
niiet ANy =0, s.t. kui z € A, siis z ¢ y. Jarelikult on y hulga A minimaalne
element. Seega naturaalarvude loomulik jarjestus on taielik.

Niitid néaitame, et ka tingimus (0.2) kehtib. Olgu a € b ja b € w. Naitame
induktsiooni abil b jargi, et a € w. Koigepealt margime, et kehtib implikatsioon

aedNDeEw—acw.
Oletame, et mingi « korral kehtib lause
aCETNTEW—acw, (3.6)

ning naitame, et see lause kehtib ka z* korral. Olgu a € 7 =z U {z} ja 2t € w.
Jarelikult kas a = z voia € . Kuia = z,slis a € w, sest z € w. ® Kui a € z,
siis 3.6 pohjal a € w. Teoreem on toestatud.

Markus. Koiki ordinaale piitiame edaspidi tdhistada kreeka tdhtedega o, 3,
v, 6, ... Votame edaspidi kasutusele liithendi Or(«), mis tadhistagu lauset: « on
ordinaal. Sageli kasutame ka kirjapildi "Va(Or(a) — ...7
Va(...”.

asemel lihtsalt kirjapilti

3.3.2 Ordinaalide omadused

Teoreem 3.11 Kui o on ordinaal, siis ka a™ on ordinaal.

5Kui 1 € w, siis ka # € w Peano aksioomide pohjal.
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Toestus. Naitame, et € jarjestab hulga o™ taielikult. Antirefleksiivsus jareldub
regulaarsuse aksioomist. Transitiivsus jareldub omaduse (O.1) kehtimisest a ko-
rral. Lineaarsus tuleneb jargnevast:

zeatAyeat = (zeaVyea)Al
= (z€ahyca)V(zeEahy=a)V
(z=aANy€ca)V(z=aAy=a)=
= (teyVye€eazVae=y)VycazVaeeyVe=y=
= recyVyexVar=y.

ANy€eaVy=a)=
V
V

_|_

Minimaalsuse tingimus. « on definitsiooni jargi hulga a™ suurimaks ele-

mendiks. Kui A C at jaa € A, siis A C a ja temas leidub minimaalne element,
sest @ on ordinaal. Kui a € A, siis A = {a} U (A\{a}). Kui A = {a}, siis a on
minimaalne element. Kui A\{a} # 0, siis A\{a} on hulga a mittetiihi osahulk,
milles eelduse pohjal leidub minimaalne element.

Toestame tingimuse (0.2).

reyAyceat = zeyA(yeaVy=a)=>

= (teyhyca)V(zeyAy=a)=
= rz€aVreEa=

= rTCca=

= rz€aVr=a=

= zca'.

Teoreem on toestatud.

Teoreem 3.12 Kui a on ordinaal ja b € «, sits ka b on ordinaal.

Toestus. Kuna o korral kehtib tingimus (0.2), siis on jarelikult toene lause
Va(x € b — = € a), millest jareldub, et b C . Kuna « on taielikult jarjestatud
ja b on tema alamhulk, siis ka b on téielikult jarjestatud. Tingimus (O.2) kehib
b korral, sest « korral kehtib transitiivsus.

Teoreem 3.13 Kui « ja f on ordinaalid, siis kehtib lause

aCfeacef

Toestus. Kui a € 3, siis @ C  (eelmine teoreem) ja o # [ regulaarsuse tottu.
Seega o C 3.
Kui o C f, siis vaatleme hulka

B\a={z]zebredal,



3.3. ORDINAALID 49

mis pole tiihi, sest @« C 8 ja a # 3. Kuna g\a C j, siis hulgas f\«a leidub
minimaalne element g.

Néitame, et ¢ = . Olgu ¢ hulga ¢ suvaline element. Kuna 6 € g, siis 6 € 3\«
Teiselt poolt, kuna 3 on ordinaal ning 6 € g € 3, siis 6 € 5. Seega 6 € a. Seega
g C a.

Toestame vastupidise sisalduvuse. Olgu ¢ hulga « suvaline element. Kuna
a C B, siis 6 € . Kuna § on ordinaal, siis ka 6 on ordinaal. Samuti on g¢
ordinaal, sest g € . Jarelikult tks lausetest

b€g,g€d,d=g

on toene. Lause g € 6 pole toene, sest siis g € a (6 € a), mis on vastuolus lausega
g € B\a. Samal pohjusel ei saa olla toene lause 6 = ¢g. Jarelikult lause 6 € ¢
on toene. Seega a C ¢. Jarelikult a = ¢, millest tulenevalt a € 3. Teoreem on
toestatud.

3.3.3 Koigi ordinaalide klass

Teoreem 3.14 Predikaat € jirjestab koik ordinaalid lineaarselt. ©

Toestus. Antirefleksiivsus ja transitiivsus on ilmsed. Toestame lineaarsuse. Olgu
a ja [ kaks erinevat ordinaali. Jarelikult liks hulkadest a\3 voi B\« pole tiihi.
Oletame, et S\a #  ja g on hulga 3\a minimaalne element. Kui § € g, siis
tihelt poolt 6 € B\« ja teiselt poolt 6 € 3, sest § € g € 3. Seega 6 € «, millest
jareldame, et ¢ C «a. Teoreemi 3.13 pohjal jarelikult kas ¢ = « voi siis ¢ € a.
Lause g € a on aga vastuolus lausega ¢ € F\a. Jarelikult ¢ = a. Seega a € 3.
Kui eeldaksime, et hulk o\ pole tiihi, saaksime, et 3 € a. Jarelikult on suvalise
kahe ordinaali «, 8 korral toene lause

a€epVBeEaVa=4,
mis tahendabki, et € jarjestab koik ordinaalid lineaarselt.

Teoreem 3.15 Predikaat € jarjestab koik ordinaalid taielikult.

Toestus. Olgu A mingi mittetihi ordinaalide hulk. Regulaarsuse pohjal leidub
ordinaal a € A, nii et

anA=1{.
Naitame, et o on hulga A minimaalne element.
aNA=0 = Ve(zganA) =
= Ve-(reanhze )=
= Ve(zeA—z ¢ a)

6V3ib ka delda, et kdigi ordinaalide klass on jarjestatud € mdottes. Ehkki siin pole tegemist
jarjestuse kui hulgaga.



50 PEATUKK 3. HULKADE JARJESTAMINE JA VORDLEMINE

Viimane lause tahendabki, et @ on hulga A minimaalne element. Jarelikult su-
valises mittetiihjas ordinaalide hulgas leidub minimaalne element.

Teoreem 3.16 Kui A on ming: ordinaalide hulk, sits UA on ordinaal.

Téestus. Uhendi definitsiooni pohjal
UA={a|3p(ac BABEA).

Kuna UA on ordinaalide hulk, siis pole vaja enam néidata, et tingimus (O.1)
kehtib. Toestame tingimuse (0.2).

a€PANBEUA = acpAdg(feghgeA)=
= dglaepA(BEgNnge A)) =

dJ9((a e BABEGINgEA) =

dglaeghge A)=

a € UA.

R

Jarelikult on UA ordinaal.

Teoreem 3.17 Pole olemas suurimat ordinaali (ordinaali, mis sisaldaks elemen-
tidena koik tlejidnud ordinaalid).

Téoestus. Kui « oleks suurim ordinaal, siis at oleks samuti ordinaal. Jarelikult

+ + +

at € « ning teisest kiiljest @ € a™. Seega a € a™ € «, millest jareldub, et

« € a. Vastuolu regulaarsusega.

Teoreem 3.18 Pole olemas koikide ordinaalide hulka.

Toestus. Kui A oleks koikide ordinaalide hulk, siis UA oleks suurim ordinaal,

mida aga pole olemas.

3.3.4 Transfiniitne induktsioon

Definitsioon 3.5 Oeldakse, et o on jargordinaal, kui leidub 3, nii et o = B7.
Kui ordinaal a # () pole jargordinaal, siis deldakse, et a on piirordinaal.

Teoreem 3.19 w on vdhim piirordinaal.

Toestus. Kui n € w, siis n on naturaalarv. Jarelikult kas n = () voi siis leidub

m, nii et n = m™T.
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Teoreem 3.20 (Transfiniitse induktsiooni printsiip) Olgu A(z) mingi lause,
milles vaid muutuja x sisaldub vabalt, siis

VB[0r(f) — [Va(a € 8 — Ala)) = A(B)]] = ¥¥(Or(y) = A(y))

Téestus. Oletame, et A on selline lause, et iga ordinaali 3 korral kehtib
Va(a € f — A(a)) — A(B) (3.7)
Oletame, et leidub ordinaal ~, millel pole omadust A. Defineerime hulga
H={a|laeyA-Ala)}U{},

mis pole tuhi, sest v € H. Kuna H on mittetihi ordinaalide hulk, siis temas
leidub minimaalne element 3. Koikidel ordinaalist 3 vaiksematel ordinaalidel on
omadus A. Seega lause 3.7 pohjal on ordinaalil 8 omadus A. Tekkis vastuolu
lausega B € H. Jarelikult ei leidu sellist ordinaali 7, millel pole omadust .A.
Seega on igal ordinaalil omadus A.

3.3.5 Induktiivsed definitsioonid

Toome koigepealt ara hulgateooria viimased aksioomid, millest pole enne juttu
olnud.

Aksioom 3.2 (Asenduse aksioomid) Kui A(z,y) on kahekohaline predikaat
" ning kehtib lause

VaVyVz(Alz,y) N Az, z) — y = z), (3.8)
sits suvalise hulga A korral leidub hulk
B={y|3x(x e ANA(z,y))}.

Teoreem 3.21 (Induktiivne defineerimine) Kui A on mingi hulk, ning A(zx,y)
on kahekohaline predikaat, nit et kehtib uhesuse tingimus 3.8, siis iga ordinaali 3
korral leidub parajasti iks funktsioon fg, nii et iga v < B korral ja tga z korral
kehtib lause

<7,z >€ fg = A({fs(6) | 6 <7}, 2). (3.9)

Toestus. Naitame koigepealt, et rohkem kui tiks ei saa sellise omadusega funkt-
sioone olla (mingi kindla 3 korral). Olgu fs ja ¢z funktsioonid, mis rahuldavad
tingimust 3.9, ning oletame, et vaide kehtib 3-st vaiksemate ordinaalide korral.
Jarelikult saavad f3 ja gs erineda tiksnes kohal 3, sest kui o < 3, siis funktsioonid

“S.t. lauses A esineb vabalt vaid kaks muutujat.
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fa |la ja gp |o rahuldavad samuti tingimust 3.9 ja langevad seega kokku. Kuna
aga A puhul kehtib thesuse tingimus, siis ei saa funktsioonid fg ja gg erineda ka
kohal 3. ® Niisiis, f5 = gg-

Laheme nuid olemasolu toestamise juurde. Olgu S mingi ordinaal ning ole-
tame, et selliste omadustega funktsioon leidub iga ordinaali a < 8 korral. Olgu
meil kahekohaline predikaat

B(a, f) = Or(a) A3t(f € 1) AVAVz(< 7,2 >€ f = A({f(8) | § <~},2)),

mis taidab thesuse tingimust. See tuleneb eelnevast. Aksioomidest 3.2 jareldub,

et leidub hulk

F={f]3ala <BAB(a,f))}
Kerge on veenduda, et UF on samuti funktsioon, kusjuures iga o < 3 korral
(UF)(a) = fa(a).

Kui leidub z, nii et A({f.(a) | a < B}, 2), siis votame fz = (UF)U{< B,z >}.
Kui sellist z-i ei leidu, siis votame fg = UF'. Lihtne on veenduda, et fg rahuldab
nouet 3.9.

Niud jareldame transfiniitse induktsiooni pohjal, et selline funktsioon leidub
iga ordinaali 3 korral. Teoreem on toestatud.

3.3.6 Jarjestustuiibid

Selles jaotises kavatseme naidata, et iga taielikult ? jarjestatud hulk on isomorfne
mingi ordinaaliga (jarjestatud € mottes). Kuidas hulki taielikult jarjestada, me
siin ei vaatle.

Definitsioon 3.6 éeldakse, et tavelikult jarjestatud hulgal B mottes on jarjestustuupt

a, kui a on ordinaal ja kut leidub bijektsioon « 2, B, mis sailitab jarjestuse,
s.t. suvaliste ordinaalide v, 8 € a korral

Bery— Bo< 7o

Markus. Voib ka 6elda, et B on isomorfne ordinaaliga «, sest iga téielik jarjestus
on lineaarne ning lineaarsed jarjestused on teatavasti hulga ORD(B) maksi-
maalsed elemendid. Seetottu pole vastupidist implikatsiooni vaja enam toestada.

Teoreem 3.22 [gal taielikult jarjestatud hulgal on iheselt madratud jarjestustitp.

Toestus. Olgu hulk B taielikult jarjestatud. Olgu meil jargmine kahekohaline
predikaat:
F(X,y) =y on hulga B\ X minimaalne element,

8Kui nad iildas on sellel kohal maaratud.
9Siin ja edaspidi peame silmas iiksnes antirefleksiivseid jarjestusi.
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mis loomulikult taidab thesuse nouet. Kasutame niitid teoreemi induktiivsest
defineerimisest ja saame, et iga ordinaali 3 korral leidub funktsioon fs, nii et iga
a < [ korral

<a,z >€ fg o z=min B\{fs(v) | v < 8}, (3.10)

kus min tahendab minimaalset elementi. Funktsioon fs on injektiivne, sest

acy = fola)e{fs(B)|éca}=
= fala) € B\{fs(8) |6 € a} =
= fola) # f5(v).

Funktsioon fz on jarjestust sailitav, sest

aey={fs(8)]é€a} C{fs(6)]6€r}= fala) < fs(v).

Minimaalsuse tingimusest jareldub, et kui hulk B\{fs(y) | v € a} pole tiihi,
siis temas leidub minimaalne element. Seega kui fs on maaratud kohal a '° ja
v € a, siis fz on maaratud ka kohal 7. Vaidame, et leidub vahemalt iiks selline
ordinaal «, mille korral B\{fs(v) | v € a} = 0. Toepoolest, votame lause:
G(b, #) = leidub funktsioon fz, mis taidab néuet 3.10, mis on maaratud kohal /3
ja fz(f) = b. See lause taidab tihesuse tingimust. Seega leidub ordinaalide hulk

D={3|3b(be BAG(D,H))}.

Kuna koigi ordinaalide hulka pole olemas, siis leidub vahemalt tiks ordinaal o ¢

D, millest jareldubki, et B\{f.(7) | v € a} = 0. Olgu § viahim selline ordinaal,

mille korral B\{fs(y) | v € é} = 0. Siis § L, B ongi otsitav isomorfism.
Teoreem on toestatud.

Teoreem 3.23 Kui kujutus X J, B on bijektsioon ja 3 on ordinaal, siis leidub
hulga X taielik jarjestus jarjestustibiga 3.

Toestus. Defineerime jarjestuse < jargmiselt

a<b= fla) € f(b)

Ordinaali definitsioonist tulenevalt on < antirefleksiivne, transitiivne ja lineaarne.

Olgu X DY # ). Defineerime hulga

H={f(y)|lyeY},

105 %, 32(< a,z >€ f)



54 PEATUKK 3. HULKADE JARJESTAMINE JA VORDLEMINE

milles peab leiduma minimaalne element o. Hulga H definitsioonist tulenevalt
leidub element ¢ € Y, nii et f(a) = a. Element a on hulga ¥ minimaalne
element, sest

r<a = f(z)e€ fla)= f(z)ca=
= flz)¢ H=>
= z&Y.

Niisiis, < on taielik jarjestus. Kuna f on bijektsioon, siis leidub teine bijektsioon
f -5 X, nii et
fog:lX/\goleg.

Kujutus g sailitab samuti jarjestuse ja seega ordinaal 3 on antud taieliku jarjestuse
< jarjestustiitip. Teoreem on toestatud.

3.4 Kardinaalid

3.4.1 Zermelo teoreem. Zorni lemma

Kaesolevas peatiikis toome ara veel kaks valiku aksioomi ekvivalenti, mis mangivad
tahtsat rolli paljudes matemaatikaharudes. Nendeks on Zermelo teoreem ja Zorni
lemma.

Teoreem 3.24 (* Zermelo teoreem) Iga hulk on tdielikult jarjestatav.

Toestus. Olgu meil hulk X. Naitame, et leidub vahemalt iks hulga X taielik
jarjestus. Olgu A(A) ¥, A valikufunktsioon. Olgu meil kahekohailne predikaat

F(Az) = o(X\A) =z,

mis loomulikult taidab tihesuse nouet. Eelnevast teame, et iga ordinaali « korral
leidub parajasti ks funktsioon ¢, mis iga ordinaali # € « ja iga z korral rahuldab
tingimust

V(< B,2>€ 9« F({g(v) | v € B},2)

Kerge on veenduda, et ¢ on injektiivne (iga « korral). Funktsiooni g vaartuste
hulgaks hulga X mingi osahulk A. Kui A # X, siis pole hulk X\ A tiihi, mistottu
voime oelda, et leidub sama tingimust rahuldav funktsioon ¢’ ka ordinaali ot
korral, kusjuures ¢’ on maaratud kohal a™. Jarelikult leidub ordinaal +, nii et
tkski tlaltoodud tingimust rahuldav funktsioon g pole maaratud ei v korral ega
uhegi v-st suurema ordinaali korral. Vastasel korral onnestuks konstrueerida koigi
ordinaalide hulk, mida aga pole olemas. Seega leidub minimaalne ordinaal 6 <+,
mille korral tkski tilaltoodud tingimust rahuldav funktsioon ¢ pole maaratud.
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Funktsiooni ¢ maaramispiirkonnaks on ordinaal. Seega leidub ilaltoodud
tingimust rahuldav funktsioon ¢, mille maaramispiirkonnaks on ordinaal 6. Funk-
tsioon & —— X on siirjektsioon, sest muidu oleks ¢ miiratud ka kohal 6 (hulk
X\ A poleks tiihi). Seega g on bijektsioon, mis aga tdhendab, et hulgal X leidub
taielik jarjestus tuubiga 6.

Teoreem 3.25 (* Zorni lemma) . Kui hulk P # () on osaliselt jirjestatud
relatsioont < mottes, nit et iga ahel C C P on ulalt tokestatud, siis iga p € P
korral letdub maksimaalne element m € P, nii et p < m voi p =m.

Toestus. Toestuses kasutatakse Zermelo teoreemi. Valiku aksioomi ennast ei
kasutata. Olgu << hulga P taielik jarjestus, mille olemasolu jareldub Zermelo
teoreemist. Votame kasutusele predikaadi

F(A,z) = x on hulga A" minimaalne element << mottes,

mis on loomulikult tihene.
Olgu p € P. Leidub parajasti uiks funktsioon g, nii et iga ordinaali a korral
kehtiksid tingimused:

o <0,p>ecy,
o Vavz(<a,z>€ g < F({g(v) |7 € a},z2))

Funktsioon ¢ sailitab jarjestuse, sest

a € B — gla) < g(B).

Tanu sellele on funktsiooni g vaartuste hulk R taielikult jarjestatud, mistottu ta
on ahel. Samuti jareldub siit, et g on tikstihene. Funktsiooni ¢ maaramispiirkonnaks
on mingi ordinaal é.

Naitame, et ¢ on jargordinaal. Kui ¢ oleks piirordinaal, siis hulgas R ei oleks
maksimaalset elementi. See tahendaks, et hulgal R leidub tilemine toke valjaspool
hulka R (iga ahel on tilalt tokestatud). Hulk R" pole seega tiihi, mistottu temas
leidub minimaalne element relatsiooni << mottes ning funktsioon ¢ oleks seega
maaratud kohal 6. Seega kuuluks ordinaal 6 funktsiooni ¢ maaramispiirkonda, s.t.
6 € 6, mis on aga regulaarsuse aksioomiga vastuolus. Oleme sunnitud todema,
et 6 on jargordinaal.

Jarelikult leidub ordinaal 8, nii et 6 = 37 Veendume, et m = ¢(8) ongi
otsitav maksimaalne element. Toepoolest, kui m poleks maksimaalne element,
siis leiduks element z, nii et m < z, mistottu funktsioon ¢ oleks maaratud ka
kohal § = AT, millest aga saaksime ¢ € §. Jarelikult on m maksimaalne element,
kusjuures p < m.

Teoreem 3.26 Zorni lemmast jareldub valiku aksioom.
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Téestus. Olgu meil suvaline hulk X, nii et § ¢ X. Pilitiame konstrueerida

valikufunktsiooni X —%5 UX, nii et
Va(z € X — ¢(z) € z) (3.11)
Defineerime hulga P jargnevalt:
P={f|3DDCXAFfec(UX)PAVa(ze D — f(z)€x))}

Hulk P koosneb nn. osalistest valikufunktsioonidest. Defineerime hulgal P osalise
jarjestuse < jargmiselt:

f<g=/[fCuy.

Iga ahel ' C P on tulalt tokestatud, sest funktsioon UC' € D, milles on kerge
veenduda. Zorni lemmast jareldub, et hulgas P leidub vahemalt tiks maksimaalne
element.

Hulga P maksimaalseteks elementideks on taielikud valikutunktsioonid. Toepoolest,
olgu ¢ hulga P maksimaalne element. Oletame, et leidub = € X, mis ei kuulu
funktsiooni ¢ méaaramispiirkonda. Kuna z # (), siis leidub vahemalt liks element
element y € z. Jarelikult leidub funktsioon

g=oU{<z,y>}

Jarelikult ¢ € P ja ¢ < ¢, mis on aga vastuolus eeldusega, et ¢ on hulga P
maksimaalne element. Seega ¢ rahuldab nouet 3.11.

Olgu A suvaline hulk ja A(A) tema koigi mittetiihjade alamhulkade hulk.

Kuna UA(A) = A, siis eelneva pohjal jareldame, et leidub funktsioon A(A) LN

A, nii et iga a € A(A) korral a¢ € a. Teoreem on toestatud.

3.4.2 Hulkade vordlemine

Votame kasutusele jargmised lauseliihendid:

lA| = ||B| = Leidub bijektsioon A — B
lA] < |IB] = Leidub injektsioon A — B

Al <18l = llAl < 1B A =B < [IA])

Teoreem 3.27 Kui A # () ja leidub injektsioon A — B, siis leidub sirjektsioon
B— A U

UTingimus A # () on siin oluline, sest kui votta A = () ja B = {0}, siis v&ib delda, et tiihi hulk
ise on injektsioon hulgast A hulka B, kuid kerge on naha, et ei leidu tuhtegi kujutust hulgast B
hulka A.
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Toestus. Olgu A . B injektsioon ja A # (). Seega hulgas A leidub vahemalt

iiks element a. Defineerime kujutuse B A jargmiselt:

b = b=t kui b€ lIméd
| a, kui b ¢ Im ¢

Selge, et ¥ on sirjektsioon.

Teoreem 3.28 (*) Kui leidub sirjektsioon B — A, siis leidub ka injektsioon
A— B.

Toestus. Olgu B A surjektsioon. Siis leidub parajasti tks kujutus y, mis

teeb diagrammi
/

B/ Ker

B

A

s

kommutatiivseks, kusjuures y on injektsioon. Kuna % on strjektiivne, siis y on bi-

jektsioon, mistottu leidub poordkujutus x~!. Olgu A(B) %, B valikufunktsioon.
Teame, et faktorhulk B/ Ker koosneb hulga B mittetiihjadest alamhulkadest.

1

Votame ntuid ¢ = y7 o0 . Kerge on veenduda, et A . Bon injektsioon.

Teoreem 3.29 (Cantor) Iga hulga A korral ||A] < |[P(A)|.

Toestus. Ilmselt ||A|| < |P(A)||, sest kujutus, mis hulga A igale elemendile a seab
vastavusse lihe-elemendilise alamhulga {a}, on injektiivne.
Naitame niitid, et ei leidu siirjektsiooni A — P(A), millest eelmise teoreemi

pohjal jareldub, et ei leidu ka injektsiooni P(A) — A, s.t. =(|[P(A)| < |JA]).
Toepoolest, kui A 2, P(A) oleks siirjektsioon, siis hulgal

H={z]|zec ANz &2}

leiduma originaal h € A, s.t. h¢ = H. Jouame vastuoluni, kui kiisime, kas h € H.
Toepoolest, kui A € H, siis hulga H definitsioonist tulenevalt h € h¢ = H, ja kui
h & H,siis h € H. Teoreem on toestatud.

Teoreem 3.30 (Cantor,Schroder,Bernstein) Kui ||4| < ||B] je |[B] < |4,

sus [|A] = ||Bl]-
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Toestus. Olgu A . B ja B -5 A injektsioonid. Jargnrvalt piiiiame teha hulga
A niiviisi pooleks A = Z U A\ Z, et

9(B\[(2)) = A\Z,
ning defineerime siis kujutuse A . B jargmiselt:

o=FflzUg" oz -

A B
f

7z 1(Z)
9

A\Z B\f(Z)

Selge, et ¢ on bijektsioon. Kogu raskus seisneb seega hulga A diges poolitamises.
Kuidas me teame, et selline poolitus tildse voimalik on?

Koigepealt defineerime kujutuse P(A) A, P(A) jargmiselt:

H(X) = A\g(B\f(X)).

Utleme, et hulk X € P(A) on kasvav, kui X C H(X). Olgu Z C P(A) koikide
kasvavate hulkade hulk.

Lemma 1 Ku: B on kasvavate hulkade maittetihi hulk, sits UB on samutt kasvav

hulk.

Toestus.
H(UB) = A\g(B\f(UB))= A\g<B\f(bUB b)) =
- A\g<B\bUB f(b)) = A\g<bﬂ (g\f(bm =
= AN g(;\f(b)) = A\EgB(B\f(bD =JH(®) 2

Lemma on toestatud.
Kuna tihi hulk on kasvav, siis jarelikult Z pole tiihi, mistottu leidub ka suurim

kasvav hulk UZ.
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Lemma 2 Funktsioon H on monotoone, s.t. ta sdilitab sisalduvuse.

Toestus.

XCY = f(X)Cf(Y)= B\f(Y)C B\f(X)=

= g(B\f(Y)) Cg(B\f(X)) = A\g(B\f(X)) € A\g(B\f(Y)) =
= H(X)C H(Y).

Lemma 3 Funktsioon P(A) A, P(A) kujutab kasvavad hulgad kasvavateks.

Téoestus. Kui Z on kasvav, siis Z C H(Z), millest monotoonsuse tottu H(Z) C
H(H(Z)). Seega H(Z) on kasvav.

Niuud poolitame hulga A, vottes Z7 = UZ, s.t. Z on suurim kasvav hulk.
Jarelikult 7 = H(Z), sest H kujutab kasvavad hulgad kasvavateks, mistottu
H(Z) on kasvav, ja kuna Z on suurim kasvav hulk, siis 7 = H(Z7), s.t.

A\g(B\f(7)) = Z,ja seega
9(B\f(2)) = A\Z.

Sobiv poolitus ongi leitud. Teoreem on toestatud.

3.4.3 Loplikkus

Toome koigepealt sellise loplikkuse definitsiooni, mis vast koige enam vastab meie
intuitiivsetele arusaamadele.

Definitsioon 3.7 Hulka A nimetatakse klassikaliselt loplikuks, kui leidub nat-
uraalarvn ja bijektsioon ¢:n — A. Hulka, mis pole klassikaliselt loplik, nimetatakse
lopmatuks.

Definitsioon 3.8 Hulka A nimetatakse loplikuks Dedekindi jargi, kui iga
injektsioon p: A — A on sirjektsioon (seega bijektsioon). Hulka, mis pole loplik
Dedekindi jargi, nimetatakse lopmatuks Dedekindi jargi.

Selge, et iga naturaalarv n € w on klassikaliselt 1oplik ning naturaalarvude

hulk w on lopmatu, sest leidub mittestirjektiivne injektsioon n — n™.

Teoreem 3.31 Koik naturaalarvud on loplikud Dedekindi jargi.

Toestus. Olgu K koigi selliste naturaalarvude hulk, mis on loplikud Dedekindi
jargi. Selge, et ) € K. Toestame, et kui z € K, siis ka 27 € K. Olgu z € K ja
olgu

zU{z} U {z}
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injektsioon. Olgu zU{z} == zU{z} bijektsioon, mis né. vahetab ira elemendid
z ja ¢(x) ning jatab koik tilejaanud elemendid paigale. Kujutus ¢ oy on jarelikult
injektsioon, mis teisendab elemendi z elemendiks =. Jarelikult on kujutus ¢ o
X | injektsioon hulgast = hulka z ja kuna x € K, siis jarelikult on see kujutus
strjektsioon. Jarelikult on ka kujutus ¢ o y siirjektsioon. Kuna y on bijektsioon,
siis on jarelikult ka ¢ stirjektsioon. Jarelikult z* € K. Siit jareldame, et K = N.
Teoreem on toestatud.

Teoreem 3.32 Kui hulk A on klassikaliselt loplik, siis ta on loplik Dedekindi
jarge.

Toestus. Olgu A klassikaliselt loplik. Naitame, et A on loplik Dedekindi jargi.
Eelduse kohaselt leidub bijektsioon ¢:n — A, kus n on mingi naturaalarv. Olgu
: A — A injektsioon. Jaab iile naidata, et ¥ on sirjektsioon. See tuleneb faktist,
et kujutus

poodtin —n

on injektsioon ning sellest, et naturaalarvud on loplikud Dedekindi jargi.

Teoreem 3.33 Kui A on loplik Dedekindi jargi, siis et leidu injektsioont w —

A.

Toestus. Oletame, et injektsioon w %5 A leidub. Olgu w % w kujutus,
mis igale naturaalarvule n seab vastavusse tema jarglase nt. Siis ka o 0 ¢ on
injektsioon, mistottu Ker ¢ = Ker(oo¢) ja leidub injektsioon ', mis teeb jargmise
diagrammi kommutatiivseks

¢

w———Im¢

\ ¢ \W

w——Im¢

Kujutus v’ on injektsioon, kuid pole siirjektsioon, sest
06 ¢ Im(c 0 ¢) = Im(d o ¢') = Imy".
Injektsiooni ¥’ saab aga jatkata injektsioonini A A jargmiselt:

) 2’ kuizelmg
ub_{ar kui z ¢ Im ¢

Kujutus ¢ on injektsioon, kuid pole stirjektsioon. See on aga vastuolus eeldusega,
et A on loplik Dedekindi jargi.
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Teoreem 3.34 (*) Kui ei leidu injektsiooni w — A, siis A on loplik.

Toestus. Vastavalt Zermelo teoreemile leidub ordinaal « ja bijektsioon « LA
Kuiw < a; siis ¢ |, oleks injektsioon, mille olemasolu me aga eelduses valistasime.
Seega o < w, s.t. « on naturaalarv.

Sellest toestusest touseb selgelt esile valiku aksioomi osa loplikkuse defineer-
imisel. Selgub, et ilma valiku aksioomita hulgateoorias voib defineerida terve
hierarhia erinevaid loplikkuse moisteid, mis omavahel ei kattu.

3.4.4 Kardinaali moiste

Definitsioon 3.9 Ordinaali o nimetatakse kardinaaliks, kui

VB(8 < a— |3l < i)
Teoreem 3.35 Kui A on mittetihi kardinaalide hulk, siis UA on kardinaal.

Toestus. Teoreemi 3.16 pohjal teame, et UA on ordinaal. Olgu g < UA.
Jarelikult leidub selline kardinaal k € A, nii et 5 € k, seega ||4| < |[H]. Kuna
k C UA, siis ||| < ||U A|| (sobivaks injektsiooniks & — UA on samasuskujutus
1). Kuna ||g] < |[M|, siis leidub ka injektsioon § — UA, s.t. ||g] < ||U Al|. Kui

leiduks injektsioon UA 2, 3, siis ka ¢ | oleks injektsioon hulgast & hulka 3, mis
on aga vastuolus lausega ||f| < |[H|. Jarelikult ||4] < ||U Al|, s.t. UA on kardinaal.

Teoreem 3.36 Koik naturaalarvud on kardinaalid.

Toestus. Kui n € w ja m < n, siis leidub injektsioon m —— n, milleks on

samasuskujutus 1, s.t. |m| < |I|, kui leiduks injektsioon n 2, m, siis ¢ oleks
uhtlasi ka mittesurjektiivne injektsioon n — n, mis on vastuolus faktiga, et
koik naturaalarvud on 1oplikud Dedekindi jargi. Jarelikult |m| < || ja n on
kardinaal.

Teoreem 3.37 Koigi naturaalarvude hulk w on kardinaal.

Toestus. Teoreemist 3.36 jareldub, et w on kardinaalide hulk, mistottu w = Uw
on kardinaal.

Teoreem 3.38 wt ei ole kardinaal.

Toestus. Selge, et w < w', kuid || = ||, sest kujutus w* 2, w, kus

Et ku k< w
k¢_{0 kui k =w

on bijektsioon. Seega = (|| < |ko||), millest jareldubki, et w* pole kardinaal.
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Teoreem 3.39 (Hartdog) Pole olemas suurimat kardinaali.

Toestus. Olgu k 1opmatu kardinaal. '? Olgu J hulga k koikide taielike jarjestuste
hulk, s.t.

T =A{p|peP(kxk)N pon taielik jarjestus hulgal k }.
Olgu meil kahekohaline predikaat
A(p,B) = p € T ja p jarjestustiitip on 3,

mis taidab thesuse nouet, sest iga tailikult jarjestatud hulga jarjestustiip on
theselt maaratud. Asenduse aksioomidest jareldub, et leidub hulk

J={8|3p(peTNApB),

mis koosneb hulga k& koikvoimalikest jarjestustutpidest. Hulk v = UJ on ordi-
naal teoreemi 3.16 tottu. Naitame, et 4 on kardinaal, mis on rangelt suurem
kardinaalist k.

Olgu a < v. Naitame, et |lof| < |H||. Oletame, et |lof| = |H|. Kunaa € v = UJ,
siis leidub 3, nii et o € fja f € J. Kuna a € 3, siis ||| < ||4|. Kuna § € J, siis
B < UJ =17, s.t. igal juhul ||9] < |h|- Teisalt |H| < |lod| < ||8], millest jareldub, et
IMl < ||4|. Niitid jareldame Cantor-Schroder-Bernsteini teoreemist, et |H| = ||

Seega leidub bijektsioon = 2, B. Kuna g € J, siis hulga J definitsioonist
tulenevalt leidub hulga £ taielik jarjestus tuubiga 3, s.t. leidub bijektsioon 3 -,
k. Kuid sellisel juhul on ~ Ry bijektsioon, millest jareldub, et v € J. Naitame,

et vT € J. Toepoolest, kuna eelduse pohjal w < k, siis defineerides bijektsiooni
vt 25 k jargmiselt:

at(¢oy) kuia<w
axy =% al¢oyy) kuiw<a<ny
0(pov) kuia=x

Saamegi, et v7 € J, s.t. 4+ C UJ = ~, millest jareldub v € . Tekkis vastuolu
regulaarsuse aksioomiga. Jarelikult =(|l] = |bl|). Kuna aga ||| < ||, siis
Cantor-Scroder-Bernsteini teoreemi pohjal —(|p|| < |lef|). Niisiis, |lof| < |p|| ning
~ on kardinaal.

Teame, et £ < v, sest k € J. Kui k = ~, siis v € J, millest analoogiliselt
eelenvaga jareldub, et v € ~. Niisiis, v on kardinaal, mis on rangelt suurem kui
k. Kardinaal k valiti suvaliselt ning seega pole suurimat kardinaali olemas.

12Kuna w on kardinaal, siis suurim kardinaal peab olema tingimata ldpmatu.
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Lopmatuid kardinaale tahistatakse heebrea tadhega N (alef). Tahistagu k*
kardinaalile k& vahetult jargnevat kardinaali. Igale ordinaalile o saab vastavusse
seada uhe lopmatu kardinaali N, jargmiselt:

No = W
N+ = N:
Ry = U{Rg [ B8 <9},

kus A on piirordinaal.

3.4.5 Hulga voimsus

Definitsioon 3.10 Hulga A voimsuseks ||A| nimetatkse kardinaali k, mille ko-

rral || = |A]

Valiku aksioomist jareldub, et igal hulgal on vahemalt iks voimsus. Teiselt
poolt, kui k; ja ky on hulga A voimsused, siis ||k1|| = ||k2|. Seega k1 = k2, sest lause
ki1 < kg on vastuolus kardinaali definitsiooniga. Niisiis, igal hulgal on tulimalt tks
voimsus. Iga kardinaal &£ on loomulikult identne oma voimsusega |/A|.

Igal ordinaalil on voimsus, sest hulgas '*

J ={a| Leidub hulga 3 téielik jarjestus tiitibiga o }

leidub minimaalne element k, mis ongi otsitav kardinaal. Toepoolest, kui v < k,
siis v € J, millest jareldub, et ei leidu bijektsiooni v — 3. Jarelikult ei leidu
bijektsiooni v — k, millest jareldub, et ||| < ||, s.t. k& on kardinaal.

Definitsioon 3.11 Hulka A nimetatakse loenduvaks, kui ||| < ||

Definitsioon 3.12 Kardinaali |[P(w)| nimetatakse kontiinumi voimsuseks.
Oeldakse, et hulk A on kontiinumi voimsusega, kui ||A| = |P(w)||.

Tuleb rohutada, et ilma valiku aksioomita hulgateoorias ei saa me sugugi
kindlad olla, kas kontiinumi voimsus tildse eksisteerib, s.t. kas hulka P(w) saab
taielikult jarjestada. Kui kontiinumi voimsus eksisteerib, siis kuidas ta paikneb
lopmatute kardinaalide hierarhias? Kas ta on Ny, Ry voi hoopis R;7 Selgub, et sel-
lele kiisimusele ei saa hulgateooria (isegi koos valiku aksioomiga) pohimétteliselt
vastata.

13Gaab naidata, et see on hulk.
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3.4.6 Kokkuvotteks

Naitasime, kuidas saab moota hulkade ”suurusi”. Naitasime sisuliselt, et koikide
hulkade klass S jaguneb ekvivalentsusklassideks, kuhu kuuluvad vordse voimsusega
hulgad., s.t. hulgad = ja y on samas klassis, kui |t]| = |pf|. Defineerisime hulga
voimsuse moiste ja naitasime, et kui hulka = saab taielikult jarjestada, siis hulga
x ekvivalentsusklassis leidub vahemalt tiks kardinaal k&, mis ongi hulga x véimsus.

Kui kasutame valiku aksioomiga hulgateooriat, siis kehtib selles ka Zermelo
teoreem, mistottu iga hulka saab taielikult jarjestada, ning seega leidub igal
hulgal voimsus. Niisiis, igas ekvivalentsusklassis leidub parajasti tiks kardinaal.
Samuti taheldasime, et tihes ekvivalentsusklassis sisalduvad ordinaalid moodus-
tavad hulga, kusjuures selle hulga minimaalne element ongi selles klassis sisalduv

ainus kardinaal.



