Ulesanded

UL1. Olgu 4 —{0,...,5}ja B« {0,...,5} soltumatud iihtlase jaotusega
juhuslikud suurused. Kas suurused

Xo = A-04+B mod6,
Xy = A-1+B mod 6,
Xs = A-54+B mod6
on iihtlase jaotusega? Kas Xy, ..., X5 on paarikaupa soltumatud?

Ul.2. Kas juhuslik suurus X voimalike vadrtustega {xy, 29, 3, 24} ja suu-
rus Y vadrtustega {yi, Yo, ys, ¥4} on soltumatud, kui on teada allolev tabel
toendosustega Pr(z;, y;] = Pr[X = z;,Y = y;|. Pohjenda!

T T2 T3 Ty
y1 | 0.02 ] 0.04 | 0.06 | 0.08
y2 | 0.01 1 0.02 | 0.03 | 0.04
ys | 0.04 | 0.08 ] 0.12 | 0.16
ya | 0.03 ] 0.06 | 0.09 | 0.12

ULl.3. Olgu D; ja D, toendosusjaotused hulgal S. Defineerime jaotuste D;
ja Dy vahelise kauguse kui summa:

oDy, D) = 5 3 | Prle] — Brla]

€S

Toesta, et iga eristava vastase A edukus

5A :| PI’[Xl <—D12 A(Xl) = 1] — Pr[XQ <—D22 A(Xz) = 1] ‘ S 8(@1,132) .

Ul4. Leida juhuslike suuruste X € {x1, z9, 23} ja suurus Y € {y1,ys, ys}
kovariatsioon cov(X,Y'), kui on teada allolev tabel toendosustega Pr(z;, y;] =
PriX =u,,Y =yl

I ) T3
y1 | 0.01 | 0.03 | 0.06
y2 | 0.03 |1 0.09 | 0.18
ys | 0.06 | 0.18 | 0.36




UL5. Olgu K « {0,1,...,14} iihtlase jaotusega juhuslik suurus. Suuruse
K abil defineerime juhuslikud suurused:

X = K mod4e€{0,1,...,3},
Y = K mod8e{0,1,...,7},
Z = (K mod3,K mod5)e{0,...,2} x {0,...,4} .

Leia tingimuslik kovariatsioon cov(X,Y | 7).

UL6. Olgu f; ja f, juhuslikud funktsioonid titiipi {0,1}" — {0,1}". Néita,
et jirgneval joonisel kujutatud funktsioon F7/1/2: {0,1}?" — {0,1}?" ei ole
pseudojuhuslik.

UL.7. Olgu Z {ihtlase jaotusega juhuslik suurus vaartustega {0,...,10} ja
X iihtlase jaotusega juhuslik suurus vaartustega {0, ..., 7}. Juhuslik suurus
Y arvutatakse suurusest X funktsiooni

Y =¢g(X)=16-X mod 11
jargi. Kas leidub algoritm A, mis eristab suurusi Z ja Y edukusega

§=| PrA(g(X)) =1] = Pr[A(Z) =1] [> 0.4 ?



Lahendused

UL1. Suurused X; on iihtlase jaotusega, sest vorrandil a-i+b = « (mod 6)

oniga o € {0,...,5} korral tépselt 6 lahendit ja seega Pr[X; = o] = & =

Suurused X; ei ole paarikaupa soltumatud, sest néiteks

1
-

1
PF[XO = 0, X2 = 0] 7é PF[XQ = O] : PI’[XQ = 0] = @ .
0a+b=0 (mod 6)
2a +b=0 (mod 6)
dit (0,0) (st a=0b=0) ja (3,0) (st a =3 ja b= 0), mistottu

Toepoolest, vorrandisiisteemil { on tapselt kaks lahen-

2
Pr[X(]:O,ng()]:@ @

Ul.2. Soltumatuse naitamiseks piisab kui toestada, et iga vaartuse x; €
{x1, 29, x5, 24} jaiga y; € {y1, Y2, Y3, ya} korral kehtib seos

PriX=u,Y =y =PriX =z -PrlY =y,] . (1)
Selle seose kontrollimiseks tuleb arvutada toendosused:

PriX =u;] = Z PriX =u,,Y =y
J
PriY =y,;] = ZPr[X:xi,Y:yj] .

Nii arvutatud toendosused tulevad: Pr[X = 1] = 0.1, Pr[X = z,] = 0.2,
PriX = z3]) = 0.3, Pr[X = 24 = 04, Pr[Y = y1] = 0.2, Pr[Y = y,] = 0.1,
PrlY = y3] = 0.4 ja Pr[Y = y4] = 0.3. Kontrollides 16 erineva véértuste
kombinatsiooni korral valemit (1), saame et see alati kehtib ja seega on X ja
Y soltumatud.



UL3.

fao= | S PrlliAw) = 1] - 3 PrleliAG) = 1
= 5 | D0 eria) — prlal)iaG) = 11+ S (Brla] — PrlAG) = 1
= 5 | ] — PrliAG) = 1]+ S (Prla] — Prlal) (1~ [AG) # 1)
= 5 | S~ rlah G = 1 - 3 (Brle] — Prla) (A £ 1
+Zgr
= 5 | Xt 1~ S (Bri] - i) lAw) # 1
< —Z |Pr:c —Pr = (D, Ds) .

Ul.4. Lihtne on veenduda, et X ja Y on soltumatud, st Pr[X = z;,Y =
yj] = Pr[X = z;] - Pr[Y = y;]. Seetottu cov(X,Y) = 0.

UL5. Kerge on naha, et kui suuruse Z vaartus on teada, siis on iiheselt
teada K vaartus ja seega ka suuruste X ja Y vaartus, mistottu

cov(X,Y | Z)=0 .

UL6. Joonisel toodud konstruktsioon:

FI(a,y) = (fily @ fofi(2) © file) @ fily), folfile) © fi(y)))

ei ole pseudojuhuslik, sest

Fhl(z 2) = (fi(z @ fofi(w)), f2(0))

4



ja seega arvutades F' vadrtuse kahe sisendi (z1,z1) ja (w9, x2) (kus z1 # )
korral saame, et I’ valjundi teine komponent jaab samaks toenaosusega 1.
Taiesti juhusliku funktsiooni korral oleks see toendosus aga 27".

UL.7. Teame, et iga eristusalgoritmi A korral kehtib
| PriA(g(X)) = 1] = Pr[A(Z) = 1] [< (D1, D) .
Arvutus néitab, et

3
d(Dy,Dy) = Z\Pr =] — Pr[Z:yH—ﬁ<O4

ja seega voib jareldada, et nimetatud omadustega algoritmi A ei eksisteeri.



