Ulesanded

UL1. Olgu 4 —{0,...,5}ja B« {0,...,5} soltumatud iihtlase jaotusega
juhuslikud suurused. Kas suurused

Xg = A-0+B mod 6,
Xy = A-1+B mod 6,
Xs = A-54B mod6
on iihtlase jaotusega? Kas Xy, ..., X5 on paarikaupa soltumatud?

UL2. Kas juhuslik suurus X voimalike viirtustega {@, 2o, 3, 24} ja suu-
rus Y vadrtustega {yi, Yo, ys, ¥4} on soltumatud, kui on teada allolev tabel
toendosustega Pr(z;, y;] = Pr[X = z;,Y = y;|. Pohjendal

€T i) XT3 T4
y1 | 0.02 1 0.04 | 0.06 | 0.08
y2 | 0.01 ] 0.02 | 0.03 | 0.04
ys | 0.04 | 0.08 ] 0.12 ] 0.16
ys | 0.03 | 0.06 | 0.09 | 0.12

UL.3. Olgu D; ja D, toendosusjaotused hulgal S. Defineerime jaotuste Dy
ja Dy vahelise kauguse kui summa:

1
O(D1, D) = 5 3 | Prla] — Pria] |
€S

Toesta, et iga eristava vastase A edukus

5A :| PI’[Xl <—D12 A(Xl) = 1] — Pr[XQ <—D22 A(Xz) = 1] ‘ S 8(@1,132) .

UL4. Juhuarvude generaator g: {0,1}" — {0, 1} on turvaline mitteiiht-
lases poliinomiaalses mudelis, kui iga poliinomiaalse Turingi masina A ja iga
poliinomiaalse pikkusega nouannete jada a = (ay, )nen korral:

| PrlA(g(X), an) = 1] = Pr[A(Z,a,) =1] |= n~ V),



kus X « {0,1}" ja Z « {0,1}*™ on iihtlase jaotusega soltumatud juhus-
likud suurused. Toesta jargmine vaide:

Teoreem: Kui leiduvad mittetihtlases poliinomiaalses mudelis turvalised
juhuarvude generaatorid, siis BPP C N, oDTIME(2""), kus DTIME(f(n))
tahendab koigi O(f(n))-ajas (deterministliku Turingi masinaga) tuvastata-
vate keelte klassi.



Lahendused

UL1. Suurused X; on iihtlase jaotusega, sest vorrandil a-i+b = « (mod 6)

oniga o € {0,...,5} korral tépselt 6 lahendit ja seega Pr[X; = o] = & =

Suurused X; ei ole paarikaupa soltumatud, sest néiteks

1
-

1
PF[XO = 0, X2 = 0] 7é PF[XQ = O] : PI’[XQ = 0] = @ .
0a+b=0 (mod 6)
2a +b=0 (mod 6)
dit (0,0) (st a =b=0) ja (3,0) (st a = 3 ja b= 0), mistottu

Toepoolest, vorrandisiisteemil { on tapselt kaks lahen-

2
Pr[X(]:O,ng()]:@ @

Ul.2. Soltumatuse naitamiseks piisab kui toestada, et iga vaartuse x; €
{x1, 9, x5, 24} jaiga y; € {y1, Y2, Y3, ya} korral kehtib seos

PriX =u,Y =y =PriX =z, -PrlY =y,] . (1)
Selle seose kontrollimiseks tuleb arvutada toendosused:

PriX =u;] = Z PriX =u,,Y =y
J
PriY =y,;] = ZPr[X:xi,Y:yj] .

Nii arvutatud toendosused tulevad: Pr[X = 1] = 0.1, Pr[X = z,] = 0.2,
PriX = z3]) = 0.3, Pr[X = 24 = 04, Pr[Y = y1] = 0.2, Pr[Y = y,] = 0.1,
PrlY = y3] = 0.4 ja Pr[Y = y4] = 0.3. Kontrollides 16 erineva véértuste
kombinatsiooni korral valemit (1), saame et see alati kehtib ja seega on X ja
Y soltumatud.



UL3.

on = Pria][A(x) = 1] = > _ Prla][A(z) = 1]
= | rla] - Prial)iAG) = 1) + 2 (Bris] — Bris] ) = 1)
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Ul.4. Olgu L € BPP. Vastavalt definitsioonile leidub Turingi masin M
tocajaga t(n) = n®WY nii et iga n ja x € {0, 1}" korral:

rel = PriM(z,2)=1]>

gL = PriM(z,2)=1] <

)

S =] o

kus Z « {O 1} Olgu v > 0 mingi konstant, ¢ = 0.9y ja g,,: {0,1}™ —
{0,114 me) mingi mitteiihtlases poliinomiaalses mudelis turvaline juhuarvude
generaator.

Asendame ehtsa juhuarvu Z generaatori g sobiva pikkusega véljundiga.
Votame m = n ja K < {0,1}™. Utleme, et # € {0,1}" on halb, kui kas:

e z € LjaPriM(z,gn(K)) =1] <1, voi

4



o v ¢ LjaPr[M(x,g,(K))=1]>1
st z on halb kui tavaline hidletusalgoritm ei viljasta toevadrtust [z € L.

Kui oleks olemas lopmata palju halbu sisendeid x, siis leiduks ka lopmatult
paljude n-de korral sisend x,, nii et:

?

| PHM(z,, Z) = 1] = PrM(z,, g(K)) = 1] [>

e

mis oleks vastuolus generaatori g turvalisusega. Jarelikult eksisteerib vaid
loplik hulk £ = {z1,...,z,} halbu sisendeid.

Seega saab defineerida jargmise deterministliku masina P, mis sisendi
x € {0, 1}" korral toimib jargmiselt:

o Kui x € L, siis P véljastab [z € L] (vastus sisaldub P programmis).

e Votab m = [n].

Iga k € {0,1}™ korral arvutab by, = M(x, g(k)).
e Kui >, b, > 2~ siis P viljastab 1;
o Kui Y, by, < &, siis P viljastab 0.

On selge, et P(x) = [z € L] koikide sisendite = korral ja P tootab ajas
O (t(n)-27) =0 (2™).



