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Ulesanded

Ulesanne 1. Kujutlege jargmist telemangu, milles on voimalik voita au-
hind, juhul kui osaleja Gigesti dra arvab, millises kolmest (esialgu suletud)
kastist auhind asub. Auhind on igas kastis toendosusega % Mangu kaik on
jargmine:

e Mingija valib iihe kolmest suletud kastist, mis jaab suletuks.

e Mingujuht avab ithe mittevalitud kastidest, kus auhinda ei ole (véhe-
malt iiks mittevalitud kastidest peab olema tiihi, sest auhind on vaid
tihes kolmest kastist).

e Mingujuht annab mangijale voimaluse oma valikut muuta, st otsusta-
da teise suletud kasti kasuks.

Koduseid ettevalmistusi tehes vaatlete kolme strateegiat antud méngu mén-
gimiseks: a) alati jadda esialgse valiku juurde, b) alati muuta oma valikut,
¢) visata miinti. Arvutage auhinna saamise toenédosus koigi kolme strateegia
(a,b,c) korral.

Ulesanne 2. Olgu meil jargmine kriiptosiisteem, milles avatekst X oman-
dab vaartusi hulgast {z1, xe, x3}, voti K vAdrtusi hulgast {kq, ko, k3} ja kriip-
togramm Y vadrtusi hulgast {y1, v, s, y4}. Kriipteerimisreeglid on esitatud
jargmise tabelina:



E ‘ ki ko ks
T | Y1 Y2 Y3
T2 | Y2 Ys U1
T3 | Ys Y1 Y4

Eeldame, et voti K ja avatekst X on soltumatud, kusjuures toenaosused
on jargmised: p(z1) = 0.4, p(za) = p(xs) = 0.3, p(k1) = p(ke) = 0.3 ja
p(ks) = 0.4. Leia p(x | y4) iga x € {1, 29, 24} korral.

Uleasnne 2A. Toesta, et kui voti & on iihtlase jaotusega juhuslik suurus,
siis nihkesiffer valemiga y = Ej(z) = x + k£ mod 26 on téielikult salastav, st
iga x,y € {0,...,25} korral p(z | y) = p(z).

Ulesanne 3. Leia eelmises iilesandes toodud suuruste kontekstis entroopia
H[X] ja tingimuslik entroopia H[X | Y].

Ulesanne 4. Leia Huffmani puu ja vastavad koodid jargmisele juhuslikule
suurusele X véartuste hulgaga {z1,..., 27} ja tdendosustega

p1=0.12, po = 0.08, ps = 0.11, ps = 0.17, ps = 0.22, pe = 0.1, p; = 0.2.

Leia keskmine koodi pikkus ¢ ja Shannoni entroopia H[X].

Ulesanne 5. Juhuslik suurus X valitakse iihtlase jaotusega hulgast {1,2,. ..

Juhuslik suurus Y arvutatakse juhuslikust suurusest X valemi Y = X2
mod 17 jargi. Leia juhusliku suuruse Y Shannoni entroopia H[Y].

Ulesanne 6* (iseseisvaks uurimiseks). Millistel tingimustel langeb Huff-
mani koodi keskmine pikkus tapselt kokku Shannoni entroopiaga?

16}.



Lahendused

Ulesanne 1. Olgu E siindmus, et esimesena valitud kastis on auhind ja W
olgu siindmus, et méangija voidab auhinna. Selge, et siindmuse E toenaosus
on P[E] = 1.
Strateegia a) korral valikut ei muudeta, mistottu P[W] = P[E] = 5.
Strateegia b) korral muudetakse valikut alati. Seega, kui esimesena vali-
tud kastis oli auhind, otsustatakse lopuks tiihja kasti kasuks. Kui aga esime-

sena valitud kastis auhinda ei olnud, on lopuks valitud kast alati auhinnaga.

Seega, P[W] =1 — P[E] = 2.

Strateegia c) korral lisandub arutlustesse teine (soltumatu) juhuslik siind-
mus — miindivise. Téahistame M siindmust, et miindivise soovitab valikut
muuta. Eeldatavasti P[M] = 1. Voita saab kahel (teineteist valistaval) juhul:

e Esimesel korral valiti auhinnaga kast ja miindivise soovitas valikut
mitte muuta.

e Esimesel korral valiti tiihi kast ja miindivise soovitas valikut muuta.
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Seega, P[W] = P[E] - (1 = P[M]) + (1 = P[E]) - PM] = 3 - 5+ 5 - 5 =

Ulesanne 2. Kasutame valemit

p(v)

p(@|y) = Mp(m | )
p(z) - Zke{kl,kg,kg,} p(k) - P[ER(x) = y4]
Z{L‘E{{L‘l,xg,xg} Zke{k‘l,k’g,k‘g}p(x> ' p(k) ’ P[Ek(x> = y4] '

Arvutades saame, et p(yy) = p(x2)-p(ks)+p(x3)-p(ks) = 0.32+0.3-0.4 = 0.21
ja seega

0.3 0.3-04

| ya) =0, plez|ya) = 5o = 04286, plas | ya) = =57

~ 0.5714.

Ulesanne 2A. Kasutades seost p(y) - p(z | y) = p(y | z) - p(x) ja valemeid

py) =3, p(@) - ply | ©) ja ply | 2) = 32, p(k) - [Ex(x) = y] saame ! esmalt,
et p(y | ) = 2—16, sest iga paari (z,y) korral leidub parajasti iiks voti & nii

1, kui Egx(x)

1Siin tihistab [] nn. Iversoni siimbolit, st [Ex(z) = y] = { 0, kui Ex(2) ; z;
) k .
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et Ex(z) = y, sest sobivat (ja unikaalset) votit saab alati arvutada valemi
k =y—x mod 26 pohjal. Seegakap(y) =, p(z) ply|z) = 2%,290 p(z) =
5, sest > p(r) = 1. Niiiid saamegi esimesena toodud vorrandist seose

p(x[y) = p(@).

Ulesanne 3. Koigepealt arvutame entroopia

Zp log, p(x) = —0.4-log, 0.4—0.3-log, 0.3—0.3-log, 0.3 &~ 1.57

Tlnglmushku entroopia arvutamiseks kasutame definitsiooni:
HIX | Y] = Zp HIX | y] = Zp Y pla | y) - logy pla | y).
Selleks tuleb arvutada toenédosused p( ) jap(x | y). Saame,
py) = Y pla k) [Ex(x) =y Zp Ey(x) = y]
.k

= p(x1) - p(k1) + p(a2) - (k3)+P(9€3)' p(k2)
= 03:-044+03-04+0.3-0.3=0.33

plys) = 0.4-0.340.3-0.3 =0.21

plys) = 04-04+03-03=025

p(ys) = 0.21.
Tingimuslike toenaosuste arvutamisel saame:
pla|y) | v Yo Y3 Ys

| B8 ~03636 224 ~05714 22 =064 0

T 0504 ~0.3636 2903 ~ 0.4286 0 0303 ~ (.4286
2 0,33, 021 021 ~

30.3 0303 03704
T3 OOT ~ 0.2727 0 s~ 036 o ~0.5714

Arvutame tingimuslikud entroopiad:

HIX | y1] ~ —2-0.3636 - log, 0.3636 — 0.2727 - log, 0.2727
1.0614 4 0.5112 ~ 1.573

HIX | 5] ~ 0.5137

HIX |ys] ~ 0.9427

HIX |y ~ 0.5137.

Q

Lopuks arvutame tingimusliku entroopia kui keskvaartuse:

HX | Y]~ 0.33-1.573 4 0.21 - 0.5137 + 0.25 - 0.9427 + 0.21 - 0.5137 ~ 0.97.



Ulesanne 4. Huffmani puu tuleb jargmine:

b

0.12 0.11 0.08 0.22

Elementide zi,...,z7 koodid on seega (vastavalt) 000, 0100, 001, 011,10,
0101, ja 11. Koodi keskmine pikkus tuleb

(=012-3+0.08-44+0.11-34+0.17-3+0.22-240.1-440.2-2=2.76
ja Shannoni entroopia:

HX] = —0.12-log,0.12 — 0.08 - log, 0.08 — 0.11 - log, 0.11 —

—0.17 - 1og, 0.17 — 0.22 - log, 0.22 — 0.1 - log, 0.1 — 0.2 - log, 0.2
0.3671 4 0.2915 + 0.3503 + 0.4346 + 0.4806 + 0.3322 + 0.4644
2.72.

Q

Q

Ulesanne 5. Et funktsiooni f (r) = 2 mod 17 madramispiirkond {1,...,16}
on suhteliselt viike, siis arvutame funktsiooni f(x) tabeli:



x| f(@)
1 1
2| 4
39
4| 16
5| 8
6| 2
7|15
8| 13
9| 13

10| 15
1| 2
12| 8
13| 16
14| 9
15| 4
16| 1

Tabelist on naha, et suurusel Y on kaheksa erinevat voimalikku vaartust:
Y = {1,2,4,8,9,13,15,16}, kusjuures igal viértusel on tépselt kaks origi-
naali hulgas X = {1,...,16}. Et X on iihtlase jaotusega (s.t. koik tdendosused
vordsed %6), siis iga y € Y tdendosus on - %. Seega, entroopia tuleb:

1_6 =
1 1
8 s
Ulesanne 6.* Olgu X juhuslik suurus tdendosusjaotusega (p1y- -+, pn). Olgu
(w1, ..., w,) mingi prefiksivaba kood, kusjuures

_Zpi-loggpi — H[X] =/(= Zpi . ||wz||,

kus ||w;|| tdhistab koodsona w; € {0, 1}* pikkust (bittide arvu). Teisendades
keskmise koodi pikkuse avaldist jargmisel viisil

1
= 3" pi-logy 21 = 57,
6=2_ pi-logy2 _Pi 1o oo



saame jargmise vorduse (mis on ekvivalentne véitega, et koodi keskmine
pikkus langeb kokku Shannoni entroopiaga):

1 Pi
0=¢—H[X]= Z [logy pi + log, m] = Zpi - log, PR
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Et Krafti vorratuse tottu Y, 271wl < 1) siis Kullback-Liebleri vorratusest
tulenevalt kehtib viimane vordus parajasti siis, kui

p; = 27wl (1)

igai € {1,...,n} korral. Siit tuleneb, et toendosusjaotuse (pi, ..., p,) mingi
prefiksivaba koodi (wy, ..., w,) keskmine pikkus saavutab teoreetilise miini-
mumi (Shannoni entroopia) parajasti siis, kui p; = 27 Iwill,

Lopuks jééb tile naidata, et kui toendosusjaotuse (py, . . ., pn) koik tdenéo-
sused p; on kahe negatiivsed astmed (st p; = 27%), siis Huffmani algoritm
konstrueerib tingimusi (1) rahuldava prefiksivaba koodi. Olgu p; = 27k,

kus ky < ... < k,. Vaite toestuseks kasutame induktsiooni n jargi. Vaide
ilmselt kehtib n = 1 korral, sest siis on toendosusjaotus triviaalne (p; = 1).
Oletame, et viide kehtib n—1 korral ja vaatleme toendosusruumi (py, ..., p,),

kus p; = 27%. On selge, et k,_, = k, = max{ky, ..., k,}, sest vastasel korral
el saa olla >, p; = 1. Seega on ka p,_1 + p, = 27! kahe negatiivne aste,
mistottu rakendub induktsiooni eeldus.



