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1 Ulesanded

Ulsanne 1. Arvuta:

1
(1) siit(204,68)  (2) = mod 17 (3) 2* + Tmodz? +1 .

Ulesanne 2. Sifreerimine toimub valemi
y = E(z) = 62 + 15 mod 49

jargi. Leia vastav desifreerimisteisendus x = D(y) ja toesta, et leitud teisendus
on korrektne, s.t. D(E(x)) = x iga = € {0, ..., 48} korral.

Ulesanne 2A. Sifreerimine toimub valemi
y = E(z) = ax 4+ bmod 55
jargi. On teada, et E(2) = 18 ja E(6) = 24. Leia a ja b.

Ulesanne 3. Lahenda kongruentside siisteemid:

(a) S5a+b =12 (mod 36) (b) 20+b =5 (mod 31)
Y\ 8a+b =13 (mod 36) Ta+b =9 (mod 31)

Ulesanne 4. Leia neljendat jarku I-liiki nihkeregistrid (ja vastavad algole-
kud), mille valjundjadad (nullise sisendjada korral) sisaldavad loike:

a) 10011010

b) 1000010 1.



Ulesanne 4A. On teada jargmine neljandat jarku nihkeregistri (liik tead-
mata!) poolt moodustatud véljundjada (nullise sisendi korral), milles iiks
bitt on kustunud (asendatud térniga):

011x1101

Taasta kustunud bitt ja pohjenda vastust!

Ulesanne 5. Kas leiduvad poliinoomid a(x) ja 3(z) (iile Z, ), nii et kehtiks
(politnoomide) vordus

az) - (2 + 1)+ p@) - (2°+1) = 1.
Ulesanne 6. Leia poliinoom a(z) (iile Zj), nii et
a(z)- (> +1)=1 (mod z* +x +1).

Ulesanne 7. Leia neljanda astme poliinoom f () (iile Z,), millel puuduvad
juured hulgas Zs ja mis on taanduv, s.t. leiduvad madalama astme mittekon-
stantsed politnoomid fi(x), fo(z) € Zslx], nii et f(z) = fi(z) - fo(2).

Ulesanne 8. Olgu ¢ € R polinoomi f(z) = 23 +x+1 € R[z] iiks juurtest.
Avalda kaks iilejadnud (kompleksarvulist) juurt 9 kaudu.



2 Lahendused

Ulesanne 1. Esimeses alamiilesandes kasutame Eukleidese algoritmi:

(1) siit(204,68) = siit(204 — 2 - 68, 68) = siit(68, 68)
68 .

(2) Teises alamiilesandes tdhistame esmalt A = 5, B = 17 ja arvutame
suurima iihisteguri, sailitades samal ajal vastust lineaaravaldisena muutujaist

Aja B:

sut(4,B) = sit(5,17)
sit(4, B —3A4) = siit(5,2)
siit(A — 2(B — 34), B — 3A4) =siit(TA — 2B, B — 34) = siit(1,2) .

Jarelikult 7TA — 2B = 1, millest tuleneb, et 7-5 =1 (mod 17), ja seega
tmod17 =1.
(3) Kasutame poliinoomide jagamist:

41 = 22+ 1=22+1
2t + 22

2+ 1

22 +1

0.

Et jagamisel tekkiv jaik tuleb 0, siis jarelikult z* + 1mod2? + 1 = 0.

Ulesanne 2. Desifreerimisfunktsioon on kujul D(y) = 5(y — 15) mod 49,
mille ilmutatud kujul kirjapanekuks tuleb leida %mod 49. Selleks kasutame
Eukleidese algoritmi, tdhistades A = 6 ja B = 49:

sut(A, B) = sut(6,49)
sut(A, B —84) = siit(6,1) .

Seega, B—8A =1ja (—8)-6 =1 (mod 49), millest jireldub §mod49 =
—8 =41 (mod 49) ja

x =D(y) =41(y — 15) mod 49 = 41y + 22 mod 49.



Naitame, et D on korrektne desifreerimisteisendus. Votame suvalise = €
{0,...,48} ja arvutame:
D(E(z)) = D(6x+ 15mod49) = D(6x + 15+ 49m)
= 41(6x + 154 49m — 15) mod 49
= 246x 4 41-49mmod49 = x 4+ 49 - (5z + 41m) mod 49

= T .

Ulesanne 2A. Seostest E(2) = 18 ja E(6) = 24 saame vérrandisiisteemi:

2a4+b = 18 (mod 55)
6a+b = 24 (mod 55)
Lahutades alumisest vorrandist iilemise, saame 4a = 6 (mod 55), mille

lahendamiseks tuleb esmalt arvutada imod 55. Tahistades A =4, B = 55
ja rakendades Eukleidese algoritmi, saame:

sut(A, B) = sut(4,55)
sut(A, B — 134) = sit(4,3)
siit(A — (B — 13A), B — 13A) = siit(144 — B, B — 13A) = siit(1,3) .

Seega, 14A —B=1jal4-4=1 (mod 55), mistottu ; mod55 = 14. Niid
avaldame a ja saame a = 6-14 = 29 (mod 55) jab =18 -2-29 = 15
(mod 55).

Lahendus 3. Esimesel siisteemil lahend puudub. Lahutades teisest vor-
randist esimese, saame 3a = 1 (mod 36), mis on voimatu, sest 36 jagub
3-ga ja seetottu puudub jaagil 3 poordelement arvuvallas Zsg.

Teise siisteemi korrektne lahend on a = 7 ja b = 22. Lahutame teisest
vorrandist esimese ja saame 5a =4 (mod 31). Et 31 on algarv, siis leidub
jaagil 5 ka poordelement, milleks on —6 = 25, sest 31 — 6 -5 = 1. Seega
a=4-(—6)=-24=7 (mod 31). Asendades a = 7 esimesse vorrandisse,
saame b=5—2-7=-9=22 (mod 31).

Ulesanne 4. Analiiiisides tundmatu registri kaitumist esimese nelja takti
jooksul, saame juhul a), et algolek S° = S9S9S5950 oli 1 0 0 1. Ulejadnud
kolm olekut S*, S? ja S3 avalduvad jargmiselt:

St =0011, S?=0110, S°®=1101.
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Jada viimane bitt 0 vastab olekubitile Sj. Kasutades esimest liiki nihkereg-
istrit iseloomustavat rekurrentset seost

SéJrl = 7"05% -+ 7"15% —+ 7"251' -+ TgSé,
saame olemasolevate andmete pohjal (i = 0...3) jargmise vorrandisiisteemi:

1rg +0ry +0ry +1rg = 1
Org+0r;+1rg+1r3 = 0
Org+1r;+1ry4+0rg = 1
lrg+1r; +0rs +1rg = 0

)

mida lehendades saame, et ro =71 =1 jary =1r3 =0.
Talitledes analoogiliselt juhul b), saame teiseks vorrandiks

OT0+OT1+OT2+0T3:1,

mis ei ole muidugi lahenduv. Seetottu ei leidu ka vastava valjundjada 16iguga
[-liiki nihkeregistrit.

Lahendus 4A. Kustunud bitt oli 0. Vastasel korral oleks valjundjadas
jarjest 5 ithte. Et aga registri jark on 4 ja sisendis on nullid, siis peaksid
valjundjadas viiele iihele jargnema koik tihed. Allesjaénud bittidest selgub,
et nii see pole.

Ulesanne 5. Nimetatud omadustega poliinoome ei leidu, sest siis peaks
poliinoom f(x) = a(x) - (2% + 1) + B(z) - (2° + 1) vorduma konstantse
poliilnoomiga 1, mistottu peaks olema f(0) = f(1) = 1. Kontroll néitab
aga, et

f)=a@) - (P+1)+8(1)-1°+1)=a(l)-0+3(1)- 0=0# 1.
Ulesanne 6. Et mooduli vétmine (antud juhul poliinoomi x* +z +1 jérgi)
séilitab poliinoomide korrutamise, siis juhul kui kongruents

a(x)- (> +1)=1 (mod z* +x +1).

on iildse lahenduv, peab leiduma ka lahend a(x), mille aste ei iileta kolme, s.t.
kui A(z) on suvaline lahend, siis on lahend ka a(z) = A(z) mod(z* + = + 1).
Seega otsime lahendit kujul

a(x) = asx® + axx® + ayz + ag.
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Arvutame koigepealt a(z) - (z? + 1) mod(z* + z + 1). Koigepealt leiame, et
ra(z) mod(x* + z + 1) = a12® + (ag + a3)x® + (ay + as)z + as.
Seega taandub iilesanne jargmise poliinoomide vorduse lahendamisele:
(ay + a3)x® + (ag + ay + a3)z® + (ay + ag + ag)r +ag +ay = 1,
mis omakorda taandub vorrandisiisteemile (iile Zy):

= a1+ asg
ap + as + as

= a1 taz+as

_ o o O
|

= Qa9 + ao.

Lahendades saame, et ag = a; = a3 = 1 jaay = 0. Seega on otsitav poliinoom
a(z) = x* + x + 1, mille sobivust lahendina kinnitab ka otsene kontroll.

Ulesanne 7. Et igal lineaarpolimoomil ¢(x) € Zs[z] on juur korpuses
Zo = {0, 1}, siis lineaarpoliinoomid teguriteks fi(x) ja fa(x) el sobi. Jddb
seega iile, et molemad f(x) tegurid fi(z) ja fa(z) on ruutpoliinoomid. Et
poliinoomil f(x) ei tohtinud olla juurt hulgas Z,, siis sellest jareldub, et
molema teguri vabaliikmed on vordsed 1-ga, kuna vastasel korral jaguks f(x)
lineaarpoliinoomiga x ja omaks juurt 0 € Z,. Seega sobiksid teguriteks ainult
poliinoomid kujul:
2 4 or 41,

kus ¢ € {0,1}. Et aga ¢ = 0 ei sobi teguriteks lahutuse 2241 = (z+1)(x+1)
tottu, siis ainus voimalus tegurina on poliinoom fi(z) = fo(x) = 2% + x +
1. Tdepoolest, sellel poliinoomil puuduvad juured hulgas Zs = {0, 1}, sest
fi1(1) = f1(0) = 1. Seega on sobilik neljanda astme poliinoom

flr)=(®+2+1) =" +22 + 1.
Ulesanne 8. Kui 9 on poliinoomi f(z) = 2 +z+1 juur, siis jarelikult f(z)
jagub lineaarpoliinoomiga (x —1). Teostades otsese jagamistehte (arvestades
seost 92 + 19 + 1 =0), saame et
P rr+l=(x-9) (2> +Jx+9*+1) .
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Toepoolest, selleni jouame teostades poliinoomide jagamistehte:

PHr+lar—9 = 22+9x+1+92
3 — 922

922 + 2+ 1

vx? — P

(I+9?)z+1

(1+9%) —9(1 + 9?)

P +94+1=0 .

Ulejaanud juured 91,95 annab seega ruutvorrandi
2 +dr+974+1=0

lahendamine, millest saame, et

9 [
— 21
ho=—5+4/ 7~V



