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o-hulga tiikeldamine ahelaiks ja antiahelaiks. Teoreemid ja rakendusnaited.

o-hulga (X, <) ahelaks nimetatakse alamhulka C' C X, mille korral ahend
<¢ on lineaarne jarjestus.

Ahelat C' nimetatakse maksimaalseks ahelaks, kui ta ei sisaldu parisalam-
hulgana iiheski teises ahelas.

o-hulga pikkuseks nimetatakse ahela pikkuse maksimaalvaartust, juhul
kui see eksisteerib.

o-hulga (X, <) antiahelaks nimetatakse alamhulka A C X, nii et mis
tahes elementide a,,a; € A korral seosest a; < ag jareldub vordus a; =
ay. Teisisonu, A on antiahel, kui relatsiooni < ahend <|4 hulgale A on
samasusrelatsioon 1,4. !

Antiahelat A nimetatakse maksimaalseks, kui ta ei sisaldu parisalamhul-
gana iiheski teises antiahelas.

o-hulga laiuseks nimetatakse antiahela pikkuse maksimaalset vaartust,
juhul kui see eksisteerib.

Teoreem 1 (Dilworth) Iga loplik o-hulk laiusega n on tikeldatav n-ks 10i-
kumatuks ahelaks.

Toestus. Kasutame induktsiooni hulga X elementide arvu jargi. Kui n = 0,
siis on vaide triviaalselt tdidetud. Olgu (X, <) mingi o-hulk laiusega n ja eel-
dame, et teoreemi vaide kehtib koikide o-hulkade korral, mille elementide arv
on viiksem kui n. Olgu C mingi maksimaalne ahel. Kui o-hulga X\C laius
on vaiksem kui n, siis induktsiooni eelduse pohjal on hulk X\C' tiikeldatav
iilimalt (n — 1)-ks 16ikumatuks ahelaks Cy, . .., Cy, kuid siis on X tiikeldatav
n ahelaks C,Cy,...,C,.

1See antiahela definitsioon sobib ka antirefleksiivsetele o-hulkadele



Olgu A hulga X\C antiahel pikkusega n ja Defineerime hulgad At =
{r e X:3a € Ala <z|}ja A~ ={z € X:3a € A[z < a]}. On selge, et C ei
saa tervikuna kuuluda hulka A~, sest siis oleks C' maksimaalne element m,
vorreldamatu koigi A elementide suhtes, millest jarelduvalt oleks A U {m,}
ka antiahel. See oleks aga vastuolus eeldusega, et hulga X laius on n. Samal
(st duaalsel) pohjusel ei saa C tervikuna kuuluda hulka A*.

Jarelikult on hulkades A' ja A~ vahem elemente kui hulgas X. Ja nad
on vastavalt induktsiooni eeldusele molemad tiikeldatavad n-ks ahelaks. Et
X = ATUA™, siis jarelikult saame vastavaid ahelaid omavahel kombineerides
ja liites hulga X tiikelduse n-ks ahelaks. [

Teoreem 2 (Mirsky) Iga o-hulk X pikkusega n on tikeldatav n-ks antia-
helaks.

Toestus. Kasutame induktsiooni pikkuse n jargi. Kui pikkus on 1, siis on
hulk X ise antiahel. Oletame, et viide kehtib pikkuse n — 1 korral ja X on
pikkusega n. Olgu Ay hulga X koigi maksimaalsete elementide hulk, mis on
ilmselt antiahel. Lihtne on veenduda, et hulga X\A, pikkus on n — 1. See
tuleneb asjaolust, et iga maksimaalne ahel C' hulgas X sisaldab maksimaalset
elementi (st. elementi hulgast Ag) ja hulga X pikkus vordub alati mingi
maksimaalse ahela pikkusega. Jérelikult on hulk X\ A, tiikeldatav n — 1
antiahelaks Aq, ..., A,_1, mistottu n antiahelat Ag, Aq,..., A,_1 tikeldavad
hulga X. O

Ulesanne 1 Toesta, et kui o-hulk X on lopliku pikkuse ja latusega, siis ka
tema elementide arv | X | on loplik.

Ulesanne 2 Téesta, et igal n? + 1 erinevast reaalarvust koosneval jarjendil
a1,09,...,0.241 on n+ 1-st elemendist koosnev monotoonselt kasvav voi ka-
hanev alamgdrjend.



