Ulesanded

UL1. Niita, et kui kompositsioonis fog (kus f, g: {0,1}" — {0, 1}") on iiks
funktsioonidest iihesuunaline ja teine bijektiivne, siis fog on ka {ihesuunaline,
kusjuures reduktsioon on lineaarne.

Ul.2. Olgu f,:{0,1}" — {0,1}" mingi 2V2n_iihesuunaline funktsioon ja
olgu
(x)_{ff kui n < 8,
o fs(zqi.8)) |70y kuin>8 .

Kas g,: {0,1}" — {0,1}" on n?-iihesuunaline?

UL3. Olgu f,:{0,1}" — {0,1}" mingi 2V2"-iihesuunaline funktsioon ja
olgu
ho(2) = f2(zp 2Tz 0y

kus n on paarisarv. Kas h,:{0,1}" — {0,1}" on 2V"-iihesuunaline?

Ul4. Kas jargneval kahealuselisel graafil alustega F ja G on (%, %)—laiendus?
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UL5. Niita, et kui leiduvad (S(n)-) ithesuunalised funktsioonid tiiiipi {0, 1}" —

{0, 1}, siis leidub ka iihesuunaline funktsioon f:{0,1}" — {0,1}", niiet fof
ei ole tthesuunaline (st on kergesti podratav).



Lahendused

Ul1l. Kui f on bijektiivne ja A on vastane edukusega

0 =PriX —{0,1}", X" — A(f(g(x))): f(9(X")) = f(g(X))] ,

siis vastane A’, mis sisendi Y = g(X) korral véljastab X’ = A(f(Y)) poorab
funktsiooni g edukusega 9, sest kui f(g(X’)) = f(g(X)), siis (f bijektiivsuse
tottu) g(X') = g(X) ja seega A’ poorab edukalt funktsiooni g.

Kui g on bijektiivne ja A on vastane edukusega

0 = Pr[X {0, 1}", X" — A(f(g(2))): f(9(X")) = f(g(X))] ,

siis vastane A’, mis sisendi Z = f(Y) korral viljastab A'(Z) = g(A(Z)),
poorab funktsiooni f edukusega 6. Toepoolest, kui X on iihtlase jaotusega,
siis ka Y = ¢g(X) on iihtlase jaotusega (sest g on bijektiivne). Seega kui Y on
tihtlaselt ja juhuslikult valitud, siis toendosusega vihemalt § véljastab A(Z)
argumendi X', mille korral kehtib f(g(X’)) = f(g(X)). Siit aga jéreldub, et
vastane A’ valjastab Y = g(X"), mille korral f(Y’) = f(g(X’)) = f(g(X)) =
f(Y) ja seega poorab A" edukalt funktsiooni f.

Ul.2. Olgu A vastane, mis sisendi y € {0, 1}™ korral véljastab y, kui n < 8
ja kui n > 8, siis tegutseb jargmiselt:

o Leiab w1 g, nii et y1.sy = fs(@q..sy), milleks kulub O(1) sammu.
e Kopeerib bitid (9. .} = y9..n}, milleks kulub O(n) sammu.
e Valjastab z.

Vastase A t60aeg on seega O(n) ja ta podrab funktsiooni g, edukusega 1.
Seega on tema aeg-edukus suhe samuti O(n), mis piisavalt suurte n vadrtuste
korral on selgelt viiksem kui n?. Seega ei saa g olla n’-turvaline.

Ul.3. Olgu A vastane t66ajaga t(m), mis pdorab funktsiooni h,, edukusega
d(m) = Prlx — {0,1}", 2" +— A(hp(2)): hpn(2) = b (2)]
Defineerime vastase A’, mis sisendi y € {0, 1}" korral teeb jargmist:

e Genereerib juhuslikult =/ < {0,1}".
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e Leiab x — A(y||z") (kus y||z’ € {0,1}*" ja seega m = 2n).
e Valjastab (. .

Vastase A’ to6aeg on t(2n) ja edukus 6(2n). Seega, eeldades et f, on 2V2'-
(ts(zz)) > 2V2n (iga n korrall), millest tuleneb % > ovm
iga paarisarvu m korra(l. Oleme naidanud, et iga h,,-i poorava vastase A aeg-

edukus suhe on vihemalt 2™, millest jireldubki, et h,, on 2V™-turvaline.

ithesuunaline, saame

Ul.4. (3, 3)-laiendus puudub, sest Hf—Ff‘}‘ = %, kuid % =1<1-1

Ul.5. Eeldada, et leidub iihesuunaline funktsioon ¢: {0,1}"? — {0,1}/2,
defineerime f nii et iga X, Xy € {0, 1} korral:

f(X1Xy) = <On/27¢(X1)) : (1)
On selge, et funktsioon f on tthesuunaline, sest kui A oleks vastane edukusega:
§ = PrXy, Xo — {0, 1}"2, (X]X3) = A(f(X1X2)): f(X1X2) = [(X1X5)]

siis vastane A’, mis sisendi Y = ¢(X) korral arvutab X|X} « A(0"2)Y),
poorab funktsiooni ¢ edukusega 9. Seega, kui ¢ on tthesuunaline, siis ka f on
ithesuunaline. Teiselt poolt, f o f on konstantne funktsioon ja seega lihtsasti
pooratav.



