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Arvutatavus
Funktsiooni A EN B arvutatavus: hulkade A ja B elemendid on sobivalt
kodeeritud ja leidub arvutiprogramm (Ioplik kaskude jada), mis iga ele-
mendi a € A koodist Code(a) arvutab Iopliku aja jooksul valja elemendi
f(a) = b € B koodi Code(b).

Koodideks vOetakse koigi [0plike O, 1-jadade hulk {0, 1}*.

Koigi k-elemendiliste 0, 1-jadade hulka tahistame {0, 1}*. Arvestame ka
O pikkusega jada, mida tahistame tavaliselt . Seega
{0,1}* = J {o,1}*,
keN
kus N = {0, 1,2, ...} on koigi naturaalalrvude hulk.



Mittearvutatavad Funktsioonid

Kaugeltki mitte koik funktsioonid N EN N ei ole arvutatavad.

See tuleneb juba ainuiiksi faktist, et kdigi selliste funktsioonide hulk NN on
mitteloenduv, samal ajal kui lIoplikke programme on ainult loenduv hulk.

Cantori diagonaalne toestus hulgateooriast naitab, et koigi funktsioonide
N — {0, 1} hulka ei ole voimalik nummerdada naturaalarvudega.

On konkreetseid (ja vajalikke) funkisioone, mis ei ole arvutatavad. Naiteks
programmi peatumise probleemi lahendav funktsioon.



Turingi Masin

Arvuti enimkasutatav matemaatiline mudel on nn Turingi masin—teatud
liiki IOoplik automaat M koos [opmatu jarjestikmaluga (nn. lint), millele
ligipaas on voimalik “kursori” (vOi ka “pea”) kaudu.

e Lint —jada L = (4g,%1,¥4>,...), mille iga element ¢; € {0,1,¢}. Igal
arvutussammul voib muuta ainult seda pesa, millel on kursor, st pesa /¢;.
e Kursor k on naturaalarv, mis naitab, millise pesaga masin parasjagu
tegeleb. Igal arvutussammul saab kursorit nihutada paremale (st £ =
k 4+ 1), vasakule k£ := k — 1 vOi jatta paigale (k jaab muutumatuks). Arvu-
tuse esimesel sammul £ = O.

e Igal sammul on masin mingis olekus s € S, kus S on mingi [oplik hulk.
Algolekut tahistame sg ja loppolekut h.



Turingi Masina Programm

Jargmise sammu olek s’ lindi seis ¢, ja kursori asend & arvutatakse funk-
tsioonidega

s’ 1= 6s(s,l,) €S
e;g = 53(87616) S {07 176}
k' = k4 06p(s, ) € {k—1,k,k+ 1}, st. §,.(s,0) € {—1,0,+1}.

Lindi algseisu loetakse masina sisendiks ja loppseisu valjundiks. Naiteks

funktsiooni N J, N arvutatavus tahendab seda, et leidub Turingi masin

M, mis teisendab lindile L salvestatud arvu = € N koodi arvu y = f(x)
koodiks, mis on lindil sel hetkel, kui masin jouab olekusse h.



Nullfunktsiooni Arvutatavus

Naiteks nullfunktsioon f(x) = 0,Vx € N on arvutatav, sest leidub teda

arvutav kahe-olekuline Turingi masin:

s Ay|s 4 (K—k)
sp 0 ]s3y O 1

1 sy 0O 41

e |h O O
s1 0 |s1 € 1

l |s1 € 1

e |h € O

Siin on eeldatud, et lindil L on esialgu arvu x kood, mis Iopeb tlhja pe-
saga. Lindi Iopupoole voib olla veel mittetlihje pesasid, kuid need ei tule
kodeerimise/dekodeerimise juures arvesse.



Kaks Harjutust

Harjutus 1: Leida Turingi masin, mis arvutab funktsiooni y = 2x + 1, eel-
dades, etarv z = bg20+b121 +.. . 4+b,2" (kus b; € {0, 1}) kodeeritakse
lindi seisuga L = (bn,b,,—1,...,b1,b0,6,€,...).

Harjutus 2: Sama, mis eelmises ulesandes, kasutades kodeeringut vastu-
pidises bittide jarjestuses, et L = (bg, b1,...,b,—1,bn,€,€,...).



Turingi Tees

Ehkki Turingi masin vOib naida dlilintsa arvutusseadmena, usutakse, et
tema abil saab arvutada absoluutselt koike, mis on kuidagi arvutatav.

Sellist uskumust nimetatakse Turingi teesiks.

Et see tees ise ei ole matemaatiline lause (“kuidagi arvutatav” ei ole defi-
neeritud), siis ei saa ka seda teesi matemaatiliselt toestada.

Edaspidi me lihtsalt usume seda teesi ja enamikul juhtudest ei sivene
Turingi masinate “siseellu”.



Pseudokood

Programmide kirjeldamiseks kasutame programmeerimiskeelt meenutavat
pseudokoodi. Naiteks voiks nullfunktsiooni arvutavat Turingi masinat esi-
tada jargmise pseudokoodina:

k=0
s0: IF L[k] = e THEN L[k] := O, HALT

ELSE k:=k+ 1, GOTO st
s1: IF L[k] = e THEN HALT

ELSE L[k] :=e k:=k -+ 1, GOTO sf



Keeled ja Ulesanded

Olgu L C {0, 1}* mingi keel, st suvaline 0, 1-jadade hulk. Utleme, et
Turingi masin M tuvastab keele L, kuiiga = € {0, 1}* korral

M(z)=1<zxz€lL,

kus tahise M (x) all moeldakse Turingi masina M valjundit, eeldades, et
sisend on z. Eeldame, sisendi ja valjundi I0puks loetakse esimest (mini-
maalse indeksiga) tihja pesa. Esimesele tihikule jargnev lindi sisu ei ole
oluline.

Kombinatoorikallesannete lahendamist saab enamasti formuleerida keele
tuvastamise Ulesandena. Selleks tuleb eelnevalt kokku leppida, kuidas
kodeeritakse kombinatoorikalilesanne keele soneks.

10



Arvutusaeg ja keerukus

Olgu M Turingi masin ja = mingi sisend. Turingi masina M arvutusajaks
T(M(x)) kohal x nimetatakse masina M poolt sooritatud arvutussam-
mude arvu, kuni masina peatumiseni (joudmiseni olekusse h).

Turingi masina M asumptootiliseks (ajaliseks) keerukuseks nimetatakse
funktsiooni N = N, nii etiga n € N korral

Tas(n) = max{T(M(z)): z € {0,1}"}.

Sel viisil defineeritud keerukust nimetatakse ka halvima juhu keerukuseks
(worst case complexity), sest iga n korral laheb siin arvesse raskeim juht.
Alternatiivne lahenemine on nn. keskmine keerukus (average case com-
plexity).
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O-tahistused ja klass P

Olgu f(n) ja g(n) mingid funktsioonid tidpi N — N. Votame kasutusele
jargmised tahistused:

f(n) =0(g(n))
f(n) =Q(g(n))
f(n) =0(gn))

f(n) =w(g(n))

Je,ng € N: Vn>ng: f(n) <c-g(n)
g(n) = O(f(n))

f(n) = 0(g(n)) = 2(g(n))

lim M—O.

n—oo f(n)

Klass P: Keel L C {0, 1}* loetakse kuuluvaks klassi P, kui leidub keelt L
tuvastav Turingi masin M astimptootilise keerukusega T, (n) = nO1).

12



Mittedeterministlik Turingi Masin

Matemaatiline mudel, mis esitab teatud ebarealistlikult voimasat arvutit,
millel on piiramatu voime “kahestuda” ja jatkata arvutusi paralleelselt kahes
erinevas harus (mis omakorda voivad ise hiljem “kahestuda”).

Jargmist olekut arvutav funktsioon § annab jargmise oleku asemel vas-
tuseks olekute paari, mis langevad kokku, kui hargnemist ei toimu.

Turingi masin siirdub molemasse uude olekusse samaaegselt ja jatkab
sOltumatult t66d molemas olekus, st kui valida hargnemisel alati ainult Uks
haru, siis muutub masina olek ja lindi seis tapselt nii nagu teisi harusid ei
olekski olemas.

Mittedeterministlik Turingi masin tuvastab keelt L, kui x € L parajasti siis,
kui koik harud lopetavad t00 ja leidub haru, milles Iopuks valjastatakse 1.
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Nullkoha Leidmine Mittedeterministliku Masinaga

Mittedeterministlik programm funktsiooni {0, 1}* J, {0, 1} nullkoha = €
{0, 1}" olemasolu kindlakstegemiseks:

T i=c¢€
L2: IF n > 0 GOTO LO, L1

ELSE GOTO L3
LO: z :=z|/0 n:=n-1

GOTO L2
L1: z:= x|/l n:=n-1

GOTO L2
L3: IF f(z) = 0 RETURN 1

HALT
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Mittedeterministliku Masina Tooaeg

Mittedeterministliku Turingi masina N tooajaks T'(N (x)) kohal x nimeta-
takse maksimaalse arvutussammudega haru pikkust, eeldusel et sisendiks
on z. Turingi masina N asumptootiliseks ajaliseks keerukuseks (voi ka

lintsalt t66ajaks) T’ (n) nimetatakse funktsiooni N N N, niietigan € N
korral

Tn(n) = max{T(N(x)): x € {0,1}"}.
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Klass NP

Klass NP : Keel L loetakse kuuluvaks klassi NP, kui leidub keelt L tuvas-
tav mittedeterministlik Turingi masin N té6ajaga T (n) = n€(1),

Tegelikult saab klassi NP defineerida ka mittedeterministliku Turingi masina
moistet kasutamata.

Paneme tahele, et kui masin N teeb pikimas harus ¢ sammu, siis saab iga
haru kodeerida jadaga a € {0, 1}£.

Kui iga n korral Th(n) < p(n), kus p(n) on mingi funktsioon, siis mis
tahes sisendi x € {0, 1}" korral saab iga haru esitada jadaga a € {0, 1}17(”).

Jada a mingi bitt Gtleb kumba haru kahest voimalikust harust tuleb valida.
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Mittedeterministliku Masina Haru Simuleerimine

Teoreem: lga polunomiaalses ajas tO00tava mittedeterministliku Turingi ma-
sina IV korral leidub (tavaline) polinomiaalses ajas too6tav Turingi masin
M ja poliinoom p(n), niietigan € N,igaa € {0,1}%jaigaz € {0,1}"
korral: M (x,a) = 1 parajasti siis kui IV (x) haru koodiga a aktsepteerib .

Toestus: Masin M konstrueeritakse masinast N jargmiselt. Iga hargne-
miskasu (jarjekorranumbriga z) asemel valitakse vaid Uks haru — see, mil-
lele osutab bitt a[i] € {0,1}, kus a on masina M teine sisendvaartus.
Et masina N t00aeg on polinomiaalne, siis leidub seda to0aega ulalt
tokestav polinoom p(n). Iga N kasu simuleerimiseks kulub lisaaeg, mis
on vajalik a[7] jargmise biti lugemiseks. Seega on M t6d6aeg polliinomiaalne.
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Mittedeterministliku Masina Dekompositsioon
"Aadressi” a fikseerimine muudab masina tavaliseks Turingi masinaks M.

Seda koike vOib ette kujutada ka nii, et iga mittedeterministliku Turingi
masina programm on kaheosaline:

e Esimeses (mittedeterministlikus) osas genereeritakse koikvoimalikud
a € {0, 1}P(") vaartused. Seda saab teha analoogilise programmijupi
abil, mida kasutasime funktsiooni nullkoha otsimisel.

e Teises (determineeritud) osas arvutatakse tavalise Turingi masina M
(mis ei sisalda hargnevat GoT0 kasku) abil valja y = M (a, ).
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Klassi NP alternatiivne definitsioon: |

Klass NP: L € NP parajasti siis kui leidub (tavaline) Turingi masin M
tddajaga Ty (n) = n®) ja pollinoom p(n), nii etiga z € {0, 1}™ korral:

reL & Jac{0, 1} M(z,a)=1 .

Ekvivalentsus esialgse definitsiooniga: Kui L € NP, siis leidub polinomi-
aalses ajas tootav mittedeterministlik Turingi masin N, nii et x € L para-
jasti siis, kui IV (x) aktsepteerib x. Jarelikult leidub poliinoom p(n) ja tava-
line poliinomiaalses ajas td6tav Turingi masin M, nii et M (x,a) valjund
langeb kokku N (x) selle haru valjundiga, mille kood on a.

Kui aga leidub M (uue definitsiooni jargi), siis koostame mittedetermin-
istiku masina NNV nii, et N esmalt kahestub seni, kuni harudes on ole-
mas koikvoimalikud a vaartused ja seejarel arvutab M (x,a) kasutades
M koodi (tabelit).
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Klassi NP alternatiivne definitsioon: |l

Klass NP: L € NP parajasti siis kui leidub (tavaline) Turingi masin V/
(verifitseerija) tddajaga Ths(n) = nP), poliinoom p(n), ja piiramatu
t6dajaga Turingi masin P (t0estaja), nii et nii et iga = € {0, 1}" korral:

rel < V(x,P(z)) =1 .
kus bitijada a = P(z) € {0, 1}P(") nimetatakse sertifikaadiks.

Pohjendus: Kui L € NP vanas mottes, siis leidub polinomiaalne M, nii et
z € L parajasti siis kui M (z,a) = 1 mingi a € {0, 1}?(") korral. Vétame
V = M ja P olgu algoritm, mis vaatab labi koikvoimalikud a-d ja vOimaluse
korral valjastab ”0ige” a.

Kui aga L € NP uues mottes, siis piisab tahelepanekust, et P-d saab
simuleerida mittedeterministliku Turingi masinaga.
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P versus NP
Tanapaevani ei teata, kas klassid P ja NP on vordsed vOi mitte.

Et paremini moista lauset P = NP, esitame selle lause kaks versiooni,
mis tegelikult on ekvivalentsed:

e Otsustusversioon: lgale polunomiaalsele Turingi masinale F', mis arvutab
funktsioonide peret f,: {0,1}" x {0, 1}?(") — {0,1} leidub poltinomi-
aalne Turingi masin D, nii etiga = € {0, 1}" korral

D(z)=1 & Jac{0,1}’"): F(z,a) =1 .

e Otsinguversioon. lgale polinomiaalsele Turingi masinale F', mis arvutab
funktsioonide peret f,: {0,1}" x {0,1}?(") — 0,1} leidub poliinomi-
aalne Turingi masin S, nii etiga z € {0, 1}" korral

F(z,8(x) =1 < Jae{0,1}’M): F(z,a) =1 .
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Kaks Ulesannet

Ulesanne 1: Téesta, et P = NP otsustus- ja otsinguversioonid on sama-
vaarsed laused, st Uks jareldub teisest.

Ulesanne 2: Toesta, et kui P = NP, kui F' on poliinomiaalne Turingi

masin, mis arvutab funktsioonide peret {0, 1} 22 {0, 1}2("), siis leidub
poliinomiaalne Turingi masin G, nii etiga x € {0, 1}" korral

F(z) = F(G(F(z))) .

See tulemus tahendab sisuliselt seda, et kui P = NP, siis on iga efektiiv-
selt arvutatav funktsioon ka kergesti pOoratav ja tanapaeva kriptograafia
jaoks nii olulisi tUhesuunalisi funktsioone ei oleks olemas.
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Stohhastiline Turingi masin

Stohhastiline Turingi masin on abstrakine arvutusseade, mis on lahedane
mittedetermineeritud Turingi masinale, kuid kus kaheks hargnemise tahen-
dus on erinev — selle asemel et paralleelselt taita molemat haru, valib
masin juhuslikult (ihe harudest (t5en&osusega 3).

Pea igas reaalses tanapaeva arvutis ja programmerimiskeeles on voimalik
kasutada juhuarve.

Nii nagu mittedeterministlikku Turingi masinat, saab ka stohhastilist Turingi
masinat defineerida tavalise Turingi masina abil.

Kui vastava mittedetermineeritud masina t6d6aeg on p(n), siis saab sto-
hhastiline Turingi masin teha Glimalt p(n) mindiviset, st masina valjund
on Uheselt maaratud, kui me teame sisendit x ja mundivisete tulemusi
kodeerivat 0, 1-jada a € {0, 1}P("),
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Pollnomiaalne stohhastiline Turingi masin

Stohhastiline Turingi masin NV t66ajaga t(n) on "arvutusseade”, mis saades
sisendiks = € {0, 1}, valib juhuslikult ja Gihtlase jaotusega a € {0, 1}1(1),
arvutab valjundi N(x) = M (a, x), mis Gldiselt soéltub nii sisendist = kui ka
suurusest a.

Seega, y — N(x) ei ole funktsioon, vaid pigem juhuslik katse, mis vdib
sisendile x vastavusse seada erinevaid valjundvaartusi. Toenaosus P (y|x)
et N(x) = y avaldub seega jargmiselt:

P(ylz) = Prly — N()] = PrlM(a,z) = y] ,

kus tdendosus arvutatakse Ule kdikvéimalike a € {0, 1}1(").

Kui t(n) = n9), siis masinat N nimetatakse poliinomiaalseks stohhas-
tiliseks Turingi masinaks.
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Klass RP

Def: Keel L C {0, 1}* kuulub klassi RP kui leidub polinomiaalne sto-
hhastiline Turingi masin N, nii etiga x € {0, 1}* korral:

erxc L = Pr[l — N(z)] >%

ex &L = Pr[l — N(x)] =0.

Sellise omadusega Turingi masinat nimetatakse ka Monte Carlo masinaks.

Monte Carlo algoritmi isearasus seisneb selles, et kui saame vastuseks
1 «— N(x), siis on kindlalt teada, et x € L. Kuiaga 0 «— N(x), siis on
mingi toenaosusega teada, et x & L.

Kasutades algoritmi k korda (iga kord sOltumatute juhuarvudega), siis vea
tdendosus on (1 — €)*, kus e < 0.5 on tdendosus, etz € L ja 0 «— N(z).
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Klassid coRP ja ZPP

Def: Keel L. C {0, 1}* kuulub klassi coRP kui leidub polinomiaalne sto-
hhastiline Turingi masin N, nii etiga z € {0, 1}* korral:

erxc L = Pr[l — N(z)] =1;

ex &L = Pr[l — N(x)] <%.

Def: Keele L C {0, 1}* taiendiks L nimetatakse koigi selliste 10plike O, 1-
jadage hulka, mis ei ole L elemendid.

L € coRP parajasti siis kui L € RP.

Def: ZPP = RP N coRP. Kui leiduvad Monte Carlo masinad N keele
L jaoks ja Ng keele L jaoks, siis rakendades neid (naiteks vaheldumisi)
k korda sisendile z. Saame algoritmi, mis tdendosusega 1 — 2~ % annab
kindla vastuse Uhele lauseist x € L ja x ¢ L. Sellist algoritmi nimetatakse
Las Vegase algoritmiks.
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Klass PP

Def: Keel L C {0,1}* kuulub klassi PP kui leidub polinomiaalne sto-
hhastiline Turingi masin N, nii et:

1
r €L & PI’[].<—N(CU)]>§.

Kui klassid RP, coRP ja ZPP esitasid ka praktikas hasti tootavaid sto-
hhastilisi algoritme, siis klassi PP definitsioon ei anna praktikas tootavat
algoritmi. Aktsepteerimise ja mitteakisepteerimise toenaosuste vahe voib
olla vaga vaike. Statistika ei toota!

NB! L € NP parajasti siis, kui leidub polinomiaalne stohhastiline Turingi
masin N, niietigax € {0,1}"* korralz € L. <& Pr[1 «— N(x)] > 0.

Ulesanne: Toesta, et NP C PP.
27



Klass BPP

Klasside RP ja coRP definitsioonis esinev stohhastiline algoritm N on nn.
Uhepoolse veaga:

e RP definitioonis t66tas IV (x) alati korrektselt juhul kui = & L;

e coRP definitsioonis t6otas N (x) korrektselt kui = € L.

Jargnevalt kirjeldatav keerukusklass BPP on aga defineeritud stohhastilise
Turingi masina N abil, mis molemal juhul (x € L ja x € L) tootab korreki-
selt tdendosusega 3.

Def: Keel L C {0, 1}* kuulub klassi BPP kui leidub polinomiaalne stoh-
hastiline Turingi masin N, nii etiga z € {0, 1}" korral:
erxc L = Pr[l — N(x)] > 3

111;

ex gL = Pr[1l— N(z)] <7
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Haaletusalgoritm

Olgu L € BPP ja N vastav polinomiaalne stohhastiline Turingi masin,
stiga z € {0, 1}" korral, toendosusega vahemalt % on N(x) korrekine
vastus kusimusele kas x € L.

Algoritmi korrektsust saab parandada jargmise, nn. haaletusalgoritmi abil:
e arvutame N (x) paaritu arv m korda ja salvestame tulemused:

b1 «— N(x),bpo — N(x),..., by — N(x) .

m
e Kui lle poolte b;-dest on 1-d, st kui >~ b; > 7 siis valjastame 1;
i=1

e Vastasel korral valjastame O.

Kusimus: Kui suur tuleb valida m, et saavutada etteantud usaldusvaarsust?
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Haaletusalgoritmi analtus

Teoreem (Tsernovi toke) (Chernoff bound) Olgu xq, ..., zm SOltumatud
juhuslikud suurused, mille vaartus on kas 1 voi 0 vastavalt toenaosuste-
gapjal —p. Siisiga0 < © <1 korral

o2
<e 3P

m
Pr {Z x; > (1 4+ ©)pm

i=1
Haaletusalgoritmi analdds: Olgu x; € {0, 1} juhuslik suurus, mis = 1
parajasti siis kui i-ndal katsel N(x) vastab kisimusele "Kas x € L?”
valesti, stkui N(x) # [z € L]. Vastavalt BPP def-le p = Pr[z; = 1] < %.
Vottes © = 1, saame

m

il m
Pr inz— <e 12
1=1 2

Seega eksib haaletusalgoritm toenaosusega < e™ 1

3

N
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Klass BPP.

Olgu e: N — [0... 1] mingi funktsioon.

Def: Keel L C {0, 1}* kuulub klassi BPP kui leidub polinomiaalne stoh-
hastiline Turingi masin N, nii etiga z € {0, 1}" korral:

exc L = Pr[N(z) =1] > 1 —€(|$|);

ex L = Pr[N(z) =1] < e(|x]).

Ulesanne: Tdesta jargmised laused:

o Kui e(n) = 2-°Y siis BPP, = BPP.
o Kui e(n) = n~9W) siis BPP, = BPP.
2
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Arvutused nouannetega

Keel L C {0, 1}* loetakse kuuluvat klassi P /Poly, kui leidub polinomialne
Turingi masin M, poliinoom p(n) ja jada a = (ay,a>,...,an,...), Kus
an € {0,1}P(") niietiga z € {0, 1}" korral:

x €L < M(xz,an) = 1.

Jada a elemente nimetatakse nouanneteks (ingl. advice).

NB! Klass P /Poly sisaldab keeli, mis ei ole aratuntavad tavalise Turingi
masinaga.

Olgu L mingi keel, mis ei ole tuvastatav Turingi masinaga. Olgu Code: N —
{0, 1}* mingi kodeerimisviis, nii et Code(N) = {0, 1}*.
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Defineerime jada (ag,ai,...), nii et ap, € {0,1} ja ap, = 1 parajasti
siis, kui Code(n) € L. On selge, et U ei ole aratuntav Uhegi tavalise
Turingi masinaga, sest see tahendaks ka keele L aratuntavust, mille me

aga valistasime.
Teiselt poolt, on lihtne koostada algoritmi M, mis sisendi (x, a) korral kon-

trollib, kas * = 1™ mingi n korral ja valjastab 1, kui a = 1. Koigil muudel
juhtudel M (a,xz) = O.
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BPP C P/Poly
Teoreem: BPP C P /Poly.

Toestus: Olgu L € BPP. Et BPP = BPP,_,, siis leidub polinomiaalne
turingi masin M t66ajaga t(n), niietigax € {0, 1}" korral on vea tdendosus:
Pr[M(x,a) # [z € L]] < 27" .
Seega,
IZr[EI:UE{O,l}n:M(w,a)#[mEL]]< Y 27"=1.
xe{0,1}"
Jarelikult leidub a, € {0, 1} niietiga z € {0, 1}" korral
M(x,an) =[x € L] .

Seega, masin M nouannete jadaga a = (ap, a1, ...) tuvastab keele L ja
seetottu L € P/Poly.
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Toenaosusteooria: Markovi vorratus

Markovi vorratus: Olgu X positiivsete reaalarvuliste vaartustega juhuslik
suurus, mille erinevate vaartuste hulk on loenduv. Siis iga £ > O korral

Pr[sz-Em]s%,

Toestus:

E(z) = Y z-Prlz]= ) z-Prlz]l+ >  z-Prlz]>
> k-E(2) PriXx >k -E(@)] .

Jareldus: Olgu X > 0 mingi mittenegatiivne 16pliku keskvaartusega E[X]
juhuslik suurus. Siis iga o > 0 korral

Pr[X > a] < éE[X].
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Toenaosusteooria: Kaks abivorratust

Lemma 1:1ga0 < © < 1 korral: —=5- < ©—(140)In(1+0) < — @2
Toestus: Koigepealt paneme tahele, et

© 62 63 o
©—(1+O0)In(1+06) = e—(1+e).<1 - + T "2 +>

o2 o3 o4 o>
- - - 4+ - _—Z 4 =

1 2 2.3 3.4 4.5
— Z(—l)”_l o

=5 n(n—1)

Et rida r = ?2 —|— Zc 5 . on vahelduvate markidega ja tema liik-

mete absoluutvaartused on kahanevad, * siis jarelikult on selle rea summa

o ot

n 1
-Dn = nin +1) tuleneb otseselt vorratusest *—-© < 1.

*Vorratus
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positiivne, sest tema esimene liige on positiivne. Jarelikult:

@2 @2
—(1—|—@)|n(1—|—@)————|—r>—— :
Sarrle.ll p6hju_se1 vOib vaita, et rea s = g): — 4.5 —|— R — ... Summa on
positiivne, mistottu:
@2 @3 @2 @3
©O—-(14+9)n(1+) = — — s < —
(1+O)In(1+©) 22-I-32 5_22—|—3
© S S
< =
2 3 6

Lemma2:1ga0 < © < 1 korral: © — (1 — ©)In(1 — ©) > .
Toestus Vorratus jareldub vahetult jargmisest tahelepanekust:
@2 @3 4
©O-(1-©)In(l-8)=—+ ©

> 1732 a3t = Zn(n—l)'
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Toenaosusteooria: Tsernovi tokked

Teoreem: Olgu x4, ..., xm sOltumatud juhuslikud suurused, mille vaartus
on kas 1 voi 0 vastavalt toenaosustegapja 1 —p. Olgu X = 7' ; x;. Siis
iga O < © < 1 korral kehtivad vorratused:

PIX > (1 4+ ©)pm] < e 377 (1)
@2
PriIX < (1-©)pm] < e 277, (2)

Téestus: (1): Kui t € RT, siis Pr[X > (1 + ©)pm] = Pr[etX >

et(1+O©)pm] - Markovi vorratusest saame, et PretX > k- E(e!X)] < 1/k
iga k > 0 korral. Votame k = et(119)pm(E(tX))~1  Siis

Pr[X > (1 4 ©)pm] < e t(1+O)pm E (XY
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Et E(eiX) = (E(ef*1))™ = (1 + p(e! — 1))™, siis tehes asenduse,
saame

e~ IHOm (1 4 pef — 1))
e—t(l—l—@)pm . epm(et—l) .

Pr(X > (1 + ©)pm]

IA A

Siin kasutasime asjaolu, et (1 4+ a)™ < e%™ iga a > O korral. Lopuks
vottes t = In(1 + ©), saame Lemma 1 pohjal, et

2
PrX > (1 4 ©)pm] < Pm@-(140) In(14+0)] < ~Fpm |

(2): Kui t € RT, siis Pr[X < (1 — ©)pm] = Pr[pm — X > Opm] =
Priet(Pm—X) > £tOpm] Markovi vdrratusest saame, et

Prietm=X) > . E(et(Pm—X))] < 1/k
iga k > O korral. Vottes k = et@Pm(E(et(Pm—X)))~1 saame

Pr[X < (1—O)pm] < e tOPm E(trm—X)y — t(1-O)pm E(—tXy
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Et E(e71%) = (E(e7t*1))™ = (1 — p(1 — e~ 1))™, siis tehes asenduse,
saame

PrIX < (1-©)pm] < e H1=9m(1—p(1—e )™
< ¢ t(1=O)pm o—pm(l—e")
_ o pm[t(1-©)+1-e"T]
Lopuks vottes t = — In(1 — ©), saame Lemma 2 pohjal, et

PIX < (1 — ©)pm] < e PMO-(1-0)IN(1-©)] < ~F'pm
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Sissejuhatus kruptograafiasse 14-28. september, 2009
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