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Ulesanded.
Ulesanne 1: Leia Uksiihene vastavus hulkade N ja {0, 1}* vahel.
Ulesanne 2: Néita, et 3n2 4 6n 4+ 7 = O(n?).
Ulesanne 3: Naita, et 2n3 4+ 6n2 4+ 6n + 1 = O(n3).
Ulesanne 4: Naita, et n3 # O(n?).
Ulesanne 5: Naita, et n! = O(2").

Ulesanne 6: Leia funktsioonid f ja g, nii et f(n) = O(g(n)), g(n) #*
O(f(n))ja f(n) # o(g(n)).

Ulesanne 7: Naita, et (a) kui (n) = 2-"°?, siis BPP. = BPP: ja (b)
kui e = n~=O), siis BPP, __ = BPP.
2



Ulesanne 1: lahendus

Tavaline binaaresitus (0 — 0, 1 — 1, 2 — 10, 3 — 11, jne.) ei ole
UksUhene, sest tlhistring ja nulliga algavad jarjendid (peale 0) ei kodeeri
thtegi naturaalarvu.

Sobiliku vastavuse ¢: N — {0, 1}* saame aga, kui defineerime ¢ (n), kui
arvu n 4+ 1 binaaresituse, mille algusest on ara voetud 1. Naiteks O — ||,
1—0,2+— 1,3~ 00, jne.



Ulesanne 2: lahendus

Tuleb naidata, et leiduvad konstandid c ja ng, nii et iga n > ng korral:

3712—|-6fn,—|—7§c-n2 .

Vottes ¢ = 4, saame viimase vorratuse asemel ruutvorratuse
f(n)=n’—-6n-7>0,

mille nullkohad x1 ja z5 (kus 1 < x5) saaksime tapselt leida ja valida ng
neist suuremana. Samas ei ole nullkohtade tapne leidmine antud tGlesande
korral tahtis ja saab teha lihtsamalt. Oluline on tahelepanek, et f(n) on
positiivne kui kas n < x1 vOi n > x5. Piisab seega, kui valida ng nii, et
x> < ng, sest siison f(n) > 0igan > ng korral.

Piirkondade n < x1 jan > x, eristamiseks on kasulik tahelepanek, et esi-
meses piirkonnas f(x) kahaneb ja teises kasvab. Seega, teise piirkonda



Kuulumise tingimus on
d . >
—(n“—-6n—-7)=2n—-6>0 .
dn

Vottes naiteks ng = 100 on selge, et f(ng) > 0ja %f(no) > 0 ja seega
f(n) > 0igan > ng korral.



Ulesanne 3: lahendus

Naitame, et 2n3 + 6n2 +6n +1 < 3-n3igan > ng, kus ng on
piisavalt suur konstant. Lihtsustades saame, et vorratus on samavaarne
Kuupvorratusega:

fn)=n3—-6n2—-6n-1>0.

Olgu =1, x5 ja z3 polinoomi f nullkohad, kusjuures z1 < zo < x3.
Konstant nqg tuleb valida nii et x3 < ng. On lihtne veenduda, et ng
kuulub piirkonda [z3...00) parajasti siis, kui f(ng) > 0O (f on positi-
ivne), %f(no) > 0 (f kasvab) ja j—;f(n()) > 0 (f on kumer*). Vottes

no = 100 on ilmselt koik kolm tingimust rahuldatud.

“Matemaatikute kumeruse ja nogususe moisted on vastavate Uldkeele moistete vastan-
did, st kumera funktsiooni graafik meenutab kaussi, ja nogusa funktsiooni graafik mage.



Ulesanne 4: lahendus

n3 # O(n?) tdestamiseks tuleb naidata, et iga ¢ ja ng korral leidub n >
no, nii et

n3>c-n2 .

Et see vorratus on n = O korral samavaarne vorratusega n > c, siis piisab,
Kui votta n = max{c, ng}.



Ulesanne 5: lahendus

Et vorratus n! > ¢ - 2™ on samavaarne vorratusega -+ 2n > 1, analtusime
suhet

NS

On naha, et vorratuse n! > ¢ - 2™ kehtivuseks piisab, kui valida n nii, et

o2 >1,stn > 4cja seega vorratuseks n! 7= O(2") on piisav kui valida

n = max{ng, 4c}.



Ulesanne 6: lahendus

Kui valida naiteks f(n) = n?ja g(n) = n3, siison f(n) = O(g(n)) ja
g(n) # O(f(n)) (vt. UL.4) taidetud, kuid f(n) = o(g(n)), sest

_n? , 1

lim — = lim — =20 .
n—o00 n3 n—0o0 n

Kui aga votta f(n) = n?ja

n3 Kkui n on paaris,

n? Kkui n on paaritu.

g(n) = {

saamegi otsitavad funktsioonid, sest:

e f(n) =0(g(n)) vorratuse f(n) < g(n) tottu.



e g(n) #= O(f(n)), sest g(n) = n3 paarisarvuliste n-de korral ja
seega iga c ja ng korral saab valida n = 2 - max{ng, ¢}, mille kor-
ral kehtib seega g(n) > c¢- f(n).

e f(n) # o(g(n)), sest jagatisel fg”g puudub piirvaartus piirprotsessis
n — oo — tema vaartus "pendeldab” 1 ja = L vahel.



Ulesanne 7: Lahendus

Kasutame haaletusalgoritmi.

(a) naitamiseks kasutame BPP algoritmi parandamiseks kasutatava haa-
letusalgoritmi veahinnangut:

m
Pr szzm
i=1 2

3

<e1

N

_,0(1) 0(1)

Piisab, kui leida m, nii et e 12 <e <27 gt m = nP) ja
seega piisab polinomiaalses ajas tootavast haaletusalgoritmist.



(b) naitamiseks kasutame TSernovi toket: Olgu x1,...,zy SOltumatud
juhuslikud suurused, mille vaartus on kas 1 voi 0 vastavalt toenaosuste-
gapjal —p. Sisiga0 < © < 1 korral

@2
<e 3PM

Pr {Z x; > (14 O©)pm
1=1

vottes p = % — e. Toenaosuse all sobiliku parema poole m /2 saamiseks

lahendame vorrandi:
1

(1+@)@—e)m=% st (1+@)@—e)=5,

ja saame © = 5. Tingimusest © < 1 saame, et lahend on mottekas

N

tingimusel, ete < %. Seega on m katse korral olemas haaletusvea tlemtoke:

m m — 162 2(%—e>m
Pr {Z CBZ'ZQI <e 3(3-¢) :

=1



Sobiliku katsete arvu m leidmiseks tuleb lahendada vorrand

€2 1
- 2\27¢)m
o 3(l_€> ( ) < 1
=4
et tagada BPP definitsioonis néutud veapiir %, s.t. piisab kui leida m nii
et:

Y

€2 1

3<1_E)2 (5_€>m22’

2

kusjuures kerge on veenduda, et kui ¢ = n=9) siis m = nO1) st
haaletusalgoritm on polinomiaalse t00ajaga.



